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DEL A

(1) Betrakta funktionen f(z,y) = ¢*~ 21!,
A. Bestiim tangentplanet till funktionsytan z = f(x,y) i den punkt pa ytan dir

r=—lochy=0. )
B. Anvind utrikningarna du har gjort i uppgift A for att bestimma ett ndrmevirde till
f(=11/10,2/10). 2)

Losning. A. Viobserverar forst att i den aktuella punkten pa ytansa dr z = f(—1,0) = 1.
Sedan beriknar vi partialderivatorna av f och fér att 9f /0x = e~ 2*! och 0f /0y =
—2e*~%*1 T den aktuella punkten fér vi

of _ of _
a—x(—l,O) = 1och a—y(—l,O) = —2.

Dirfor blir ekvationen for tangentplanet:

z=1+1-(x+1)—2y,
vilket ocksa kan skrivas © — 2y — z + 2 = 0.
B. Vi har, med hjélp av den linjira approximation vi tog fram i deluppgift A, att for
(x,y) nidra punkten (—1,0) giller att
flzy) =1+ (x+1) =2y
Om vi viljer z = —11/10 och y = 2/10 far vi

11 2 1
—11/10,2/10) ~1 — —+1—-2 - — = —.

Det sokta ndrmevirdet ér alltsa 1/2.

Svar: A.xz —2y — z+2=0.B.1/2. O
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(2) Berikna integralen / x dxdy, ddr D idr den triangel som har horn i punkterna (0, 0),
D
(1,1) och (2, -2). C)

Losning. Vi kan berikna integralen med hjilp av upprepad enkelintegration, dir vi kan
viljai vilken riktning vi vill integrera forst. Hur vi dn gor maste vi dock dela upp omradet
i tva delomraden (rita figur). Om vi viljer y-integralen innerst far vi dessa delomraden:
delomrade 1 gesav 0 < 2 < 1 och —z < y < x och delomrade 2 ges av 1 < x < 2 och
—x <y < —3x + 4. Vi far alltsa:

1 T 2 —3z+4
// dxdy = / / xdydr + / / xdydz
JJD JO J—x J1 J—x

1 2

:/ 2x2d:1:+/ (—22° + 47) dx
0 1

20310 [—22° ?
[
3 1, 3 .
2 16 2
=~ +8+2-2
33 °73
=2

Svar: 2
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(3) Betrakta kurvintegralen /F-dr, dir F(z,y,2) = (yz, 2z, xy) och « dr den kurva som

Jy
parametriseras av (z,y, z) = (cost,sint,t) da ¢ loper fran 0 till 7/4.

A. Berikna kurvintegralen genom att anvénda kurvans parametrisering. 2)
B. Bestidm en potentialfunktion till F' och beridkna kurvintegralen med hjélp av den. (2)

Losning. A. Vianvinder den parametrisering som dr given i uppgiften. Omr = (cost, sint, t)
s dr dr = (—sint, cost, 1) dt och vi far

/4
/F-dr = / (tsint,tcost, costsint)-(—sint, cost, 1) dt
Jy JO

w/4
= (—tsin®t + tcos®t + costsint) dt

w/4

in 2¢
(t(cos*t —sin®t) + o

2

) dt

I
S— —

w/4

in 2t
(t cos 2t + i~

) dt

[en]

bl

ool 3

eftersom vi med hjélp av partiell integration far att

7T/4 . 2 7r/4 7r/4 . 2
/ tcos2tdt = ltsm t] —/ S tdt.
0 2 0 0 2

B. Vi soker en potentialfunktion, dvs en funktion U sadan att VU = F. En sadan
funktion maste for det forsta uppfylla att OU /Jz = yz. Det ger att U = zyz + g(y, z) for
nagon funktion g. Denna U ska sedan ocksé uppfylla att 0U/dy = xz och OU/0z = xy
vilket gor att vi kan vilja funktionen g(y, z) = 0. Vi far da potentialen U(z,y,z) =
xyz. Nu beriknas kurvintegralen som potentialens vérde i slutpunkten pa kurvan minus
potentialens virde i startpunkten pa kurvan, dvs

1 1 x T
F.dr = U(_v = _) - U(17070) =5
/7 V2 V2 4 8

[N}

Svar: A och B: g
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DEL B

(4) Bestidm storsta och minsta virde av funktionen f(z,y) = zy + x i det omrade som
beskrivs av olikheten 22 + 2 < 1. 4)

Losning. Viobserverar forst att omradet dr kompakt (slutet och begrinsat) och att f &r ett
polynom och foljaktligen kontinuerlig och differentierbar pa det givna omradet. Dérfor
vet vi att f antar ett storsta och ett minsta véirde, som maste antas i punkter pa randen
eller i inre kritiska punkter. For att hitta kritiska punkter deriverar vi partiellt och far att
g—i—y—kloch%—x.

Vi ser att den enda kritiska punkten ér (z,y) = (0, —1) som ligger pa randen. Det finns
alltsa inga inre kritiska punkter. Vi undersoker nu randpunkterna, dvs de punkter dér
2? + y* = 1. Vi parametriserar randen genom z = cost, y = sint, dir ¢ 16per mellan 0
och 27. Vi ska da hitta max och min av funktionen

: . . sin 2¢
g(t) = f(cost,sint) = costsint + cost = 5 +cost, 0<t<2m.

Vi ser att g maste anta ett storsta och ett minsta virde, eftersom ¢ dr kontinuerlig och
intervallet slutet och begrénsat, och dessa virden antas i dndpunkter eller i inre kritiska
punkter (punkter dér derivata saknas saknas). Vi deriverar och far ¢'(t) = cos2t — sint
och ser att ¢’'(t) = 0 om och endast om cos2t = sint vilket #r ekvivalent med att
cos2t = cos(m/2 — t) med losningar 2t = +(7/2 — t) + k27, k heltal. I det aktuella
intervallet far vi 16sningarna t = 7 /6,t = 57 /6, t = 3w /2. Anpdpunkterna pa intervallet
ar 0 och 27. Vi skriver upp funktionsvérdena i alla dessa punkter for jimforelse:

3V3 3V3

4

9(0) =g(2m) =1, ¢(r/6)=— =, g(6r/6)=-——, ¢(37/2)=0.

Nir vi jamfor dessa virden ser vi att det storsta virdet dr e och det minsta virdet adr

_3V3
T
Svar:

g

Storsta virdet dr 34—3 och det minsta virdet dr — %3
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(5) En lang rak lodrit ledare omges av en cylinderyta med ledaren som centralaxel. Cylin-
derytan har radie r och hojd h. Det elektrostatiska filtet kring ledaren &r riktat vinkelrétt
ut fran ledaren och storleken dr omvint proportionell mot avstandet till ledaren med pro-
portionalitetskonstant 1. Bestdm flodet av filtet ut genom cylinderytan. 4)

Losning. Flodet @ av filtet F ut genom ytan C' med enhetsnormal N ges av

://FNdS,
JJe

dir dS dr areaelementet pa ytan. De i uppgiften givna forhallandena ger att
_ (z,9,0) _ (z,9,0)
F(%yaz)—ngr D) hN_\/x?:—Fy?’

varfor flodet blir (observera att x2 +y? = r2 pa ytan!):

z,y,0) (x,y,0
ds = — dS = 2mh.
// :c2+y \/:E2+y // "

Svar: 27h.
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Betrakta ytan i R? med ekvation 22 + x — 6y + 22° = 2.

A. Bestidm en ekvation fér normallinjen till ytan i punkten (z,y, z) = (2,1, 1). 3)
B. Avgor om normallinjen fran deluppgift A innehaller punkten (—1,4, —2). 1)
(Normallinjen ér den linje som innehaller punkten (2, 1, 1) och ir vinkelrit mot ytan dir.)

Losning. A.Sitt g(z,y, z) = x*+x—6y+z2*. Dd kan vi betrakta ytan som nivaytan g(z,y, 2) =
2. Vi vet att gradienten gradg dr vinkelrdt mot ytan i varje punkt pa ytan och i vart fall dr vi
intresserade av punkten (2, 1, 1). Vi deriverar och far
g—i:2$+1+2300hg—z = —6 och gz
sd vi ser att gradg(2,1,1) = (6,—6,6). Vi kan ddrfor skriva linjens ekvation (z,y,2) =
(2,1,1) + t(6,—6,6), eller (z,y,2) = (2,1,1) +t(1,—1,1),ddrt € R.

= 322°,

B. Punkten (—1, 4, —2) ligger pa linjen om och endastom (—1,4, —2) = (2,1,1)+¢(1,—1,1)
for nagot virde pa parametern ¢. Vi ser att om vi viljer ¢ = —3 sé uppfylls detta, dvs (—1,4, —2) =
(2,1,1) + (=3)(1, —1,1). Dérfor ligger punkten (—1,4, —2) pa linjen.

O

Svar: A. (z,y,2) = (2,1,1) +¢(1,—1,1),dirt € R. B. Ja.
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DEL C

(7) Enligt Preliminary Reference Earth Model [Dziewonski & Andersson, 1981] varierar
jordens densitet med avstandet till jordens medelpunkt som i figuren [Allen McCloud]:

Radial Density Distribution

® 3

Density [kg-m ™ x 10%]
- £y

[

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000
Radius (km)

Jordens inre kérna stricker sig ut till 1221 km fran medelpunkten och fran modellen
himtas data till foljande tabell:
r | 0 1200 [km]
p(r) | 13088 12775 [kg/m?]
ddr r dr avstandet till jordens medelpunkt och p(r) dr densiteten vid detta avstand.

A. Gor en enkel approximation av densiteten i den inre kiirnan genom att anta att
p(r) = A — Br? dir och med hjilp av tabellen ovan bestimma viirden pd konstanterna

A och B. 1)
B. Anvind approximationen i deluppgift A for att bestimma ett ungeférligt véirde pa
massan av jordens inre kérna. 3)

Losning. A. Lt oss dvergd till att miita densiteten i kg/km?, eftersom vi miter radi-
en r i km. I sa fall &r, enligt tabellen, p(0) = 13088 - 10 kg/km® och p(1200) =
12775 - 10? kg/km®. Om vi nu antar att p(r) = A — Br? sa far vi att p(0) = A och
alltsd A = 13088 - 10°. Vidare ir da p(1200) = 13088 - 10 — B - 1200% och allts&
B = 313 - 10/12002%. Om vi viljer att anviinda 2 virdesiffror sd har vi under de gjorda
antagandena att p(r) = 1.3 - 10"* — 2.1 10° - r2.

B. En litet volymelement dV pa avstand r km fran medelpunkten har massa ungefir

p(r)dV,dirr = \/a? + y? + z2. Eftersom hela massan fis genom summation av sidana
element fas massan M som nedanstiaende integral, dar K ir jordens inre kérna:

M:/// p('f‘)de/// (1.3-10" —2.1-10° - ?) dawdydz.
K K
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I denna integral infor vi nu rymdpoléra koordinater,
r=rsinfcos¢, y=rsinfsing, z=rcosf, dir(0 < r < 1221,0 <6 < 7,0 <
¢ < 27 och far

1221 T 27 )
M = / / / (1.3 - 10" — 2.1 -10° - r*)r? sin O dpdfdr
J0 JO JO

1221
= 47r/ (1.3-10" .72 —2.1-10° - r*) dr
0

1.3-10% 12213  2.1-10°-1221°
=A4r —
3 5
~ 9.8 10* kg.
Svar: A.p(r) =1.3-10"% —2.1-10°-r% B. c:a 9.8 - 10** kg.
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Lat f(x,y) vara en funktion som ir differentierbar och uppfyller differentialekvationen

of _ 0
dy  ox
i hela R?. Avgor om linjen z + 2y = 3 ir en nivakurva till f. 4)

Losning. En nivakurva till en funktion &r en kurva lidngs vilken funktionen dr konstant. Vi kan
parametrisera var kurva, dvs linjen, genom = = 3 — 2¢, y = t, ddr parametern ¢ 1oper genom
de reella talen. Vi kan nu undersoka f:s beteende lings linjen genom att studera funktionen
g(t) = f(3 —2t,t). Om vi kan visa att ¢'(t) = 0 for alla virlden pa ¢ sa kan vi dra slutsatsen att
g dr konstant, vilket betyder att f &r konstant lings linjen. Vi deriverar g med kedjeregeln och far

, ofde Ofdy Of of
g(t)_axdt oy dt  Ox ( 2)+8x 1=0
eftersom vi vet att f uppfyller differentialekvationen i uppgiften. Linjen &r alltsa en nivakurva
till f.

O

Svar: Ja.
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Lat f : R? — R? vara given genom f(z,y) = (1821 + 1222y + 2y% — z, 322 + y).

Denna f ir en inverterbar funktion pa R,

A. Bestidm funktionalmatrisen till f i punkten (1, —1). 1)
B. Anvind linjédr approximation for att bestimma en approximativ 16sning till ekvationssystemet

18z* + 122%y + 2% — 2 = 7.05
32% +y = 2.01 3)

Losning. Funktionalmatrisen till f 4r pa formen
oh oN
Je(L,-1) =8 S|
ox dy

Vi beriiknar de partiella derivatorna till f:s komponentfunktioner i punkten (—1,1) och far att
funktionalmatrisen till f i den aktuella punkten ér:

Te(1,—1) = (467 f) .

Med hjilp av linjér approximation har vi, for sma tillskott 4 och k, att
f(1+h,—14+Ek) ~f(1,—1)+ Je(1, =1)(h k)T

vilket i vart fall betyder att det givna ekvationssystemet kan approximeras med det linjdra syste-

met
7 47 8\ (h 7.05
()= (5 ) ()=o)
Vi observerar att inversen till J¢(1, —1) &4r matrisen (_61 _i7>. Med hjilp av den kan vi nu
16sa det linjdra systemet och fa

hY (-1 8 0.05\ [ 0.03
k) \ 6 —47)\0.01) \-0.17)"
Det betyder att den approximativa losningen till ekvationssystemet i uppgiften dr z = 1.03, y =

—1.17 (vilket faktiskt 6verensstimmer med den riktiga 16sningen till tva decimaler).
([

Svar: z =1.03, y=—1.17.




