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DEL A

(1) Betrakta funktionen f(z,y) = 22 — 33>
A) Bestim en ekvation for tangentplanet till funktionsytan z = f(z, y)

i punkten (zo, yo, 20) = (2, 1, 5). 2)
B) Avgor om det finns nagon punkt pa funktionsytan z = f(z,y) i vilken tangentplanet
dr parallellt med planet 8z + 12y 4 z = 4. 2)

Losning. A. Vi observerar forst att f(2,1) = 5. Vi deriverar sedan och far

of . of o

Dirfor blir ekvationen for tangentplanet:

z=5+8(x—2)—6(y—1),
vilket ocksa kan skrivas 8z — 6y — z = 5.

B. Normalen till planet 8z + 12y + z = 4 &r (8,12, 1). Fragan 4r nu om det finns
ndgon punkt pa funktionsytan z = f(x,y) ddr normalen #r parallell med (8, 12, 1). Funk-
tionsytan normal ges av (0f/0x,df/Jy, —1) och parallellitet foreligger da (8,12,1) =
k(Of /Ox,0f |0y, —1), for ndgon konstant k. Vi ser i tredje koordinaten att detta k maste
vara —1. I de 6vriga koordinaterna far vi da kraven att 9f /0xz = —8 och 9f /0y = —12.
Eftersom 0f /Ox = 4x och Of /0y = —6y ser vi att detta ér uppfyllt om x = —2 och
y = 2. Alltsa: i punkten (—2,2, —4) #r funktionsytans tangentplan parallellt med det
givna planet. 0J

Svar: Svar: A. 8z — 6y — z = 5. B. (—2,2, —4).
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(2) Lat D vara det omrade i planet som beskrivs av olikheterna 0 < y < z? < 1. Berikna

dubbelintegralen
/ / 22y dady.
D
@

Losning. Vi kan berikna integralen med hjilp av upprepad enkelintegration, dir vi kan
vilja i vilken riktning vi vill integrera forst. Lat oss vélja att ta y-integralen innerst. For
varje  mellan —1 och 1 ska di y g& frén 0 till 22 och vi far:

1 x?
// 22y dxdy :/ / 22y dydx
D -1Jo
11,2 27y=2"
= / {1’ J ] dx
Jal 2],
1.6
:/ Tz
1 2

-3 =

Svar: 1/7
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(3) Kroppen K begriinsas av paraboloidytorna z = 22 + y? och z = 2 — 22 — 3%

Berikna integralen
/// (z® + y?) dz dy d=.
K
@

Losning. Skirningen mellan de bada paraboloidytorna intriffar dd 22 +y? = 2 — a2 — 2,
dvs di 2% + y* = 1. Det betyder att for (z,y) inom enhetscirkeln D sé ska z g fran
2% 4+ y? till 2 — 22 — y? och vi far

z=2—x2—y2
// (/ (z® + y?) dz) dxdy = // (> +9v%)(2 — 2° —y* — 2% — y?) dady
D 2=z2+4y2 D

27 1
:/ / r2(2 — 2r?)r drdd
o Jo
T

3
dér vi i nist sista steget anvéinde poldra koordinater, z = r cos ¥ och y = rsin 9. (]

Svar: 7/3
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DEL B

(4) Bestdm de hogsta och ldgsta punkterna (dvs de punkter som har storst respektive
minst z-koordinat) pé ytan z = 2% + 42, nir (x,y) ligger i omradet 322 + 2y% < 4. (4)

Losning. Lat f(x,y) = 2° + y>. Vi ska d4 hitta stérsta och minsta vérde av f pa omradet
322 + 2y? < 4. Vi observerar forst att omrédet dr kompakt (slutet och begrinsat) och att
f @r ett polynom och foljaktligen kontinuerlig och differentierbar pa det givna omradet.
Dirfor vet vi att f antar ett storsta och ett minsta viarde, som maste antas i punkter pa
randen eller i inre kritiska punkter. For att hitta kritiska punkter deriverar vi partiellt och
far att
g—i = 322 och % = 2.

Vi ser att den enda kritiska punkten édr (z,y) = (0,0) ddr funktionsvirdet &r 0. Ef-
tersom f uppenbart antar savil positiva som negativa viarden kan detta varken vara max
eller min. Dessa maste allts& antas p& randen, dvs d& 32% + 29> = 4. Pa randen ser
vi att y> = 2 — 32%/2 och insiittning av detta i funktionen f ger att pa randen &r
f(z,y) = 23+ 2 — 322/2 = h(x), en funktion av en variabel som vi nu ska undersoka
pa intervallet —2/ V3<az<2 / /3. Eftersom detta intervall ir slutet och begrinsat och
h &r kontinuerlig pa intervallet sa vet vi att h tar ett storsta och ett minsta virde. Dessa
kan antas 1 kritiska punkter, dndpunkter, eller i punkter dér derivata saknas. Vi deriverar
och far 1/ (z) = 322 — 3z som existerar dverallt och #r noll om och endast om x = ( eller
x = 1, som ligger i intervallet. Vi jamfor nu funktionsvérdena i de punkter vi har funnit:

3 8 8
R(0)=2, h(l)== h(-2/V3)=——, h(2/V3)=—.
O =2 D=3 M-2VE = heVE =
Vi ser att storsta virdet 4r 2 som antas i punkterna (0, +v/2, 2) och minsta ir —8/3v/3
som antas i punkten (—2//3, 0, —8/3/3).
U

Svar: Hogsta punkterna ir (0, ++/2, 2) och ligsta punkten ir (—2/4/3, 0, —8/3/3).
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(5) Berikna flodet av filtet F(x,y, z) = (2x, —2y, —2) genom
ytanr(s,t) = (3s, —=2t%, 2s+t+1), 0 < s <1, —1 <t < 1, i den riktning som anges
av normalvektorn N = r, x r}. 4)

Losning. Kalla ytan Y. Pa Y giller, med den parametrisering som dr given, att F =
(6s, 4t?, —2). Vi far vidare att v/, = (3,0,2) och r}, = (0, —4¢, 1). Vi later D beteckna
omradet 0 < s <1, —1 <t < 1 och far flodet ¢ genom:

q):// F-Nds
Y

= // (6s,4t*,—2)-[(3,0,2) x (0, —4t,1)] dsdt

1
— / < / (48st — 12t* + 24t) dt) ds
0 —1

— -8

Svar: —8&.
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(6) Avgor om funktionen f(z,y,2) = 2 + 222 + y* + 42° — 2xy + 622 — 2yz har en lokal

maxpunkt
A) i origo (2)
B) i punkten (1,1,1) (2)

Losning. A. Eftersom f &r ett polynom i x, y, och z sa dr f sitt eget Taylorpolynom
i origo. Vi ser att alla partiella derivator av f &r noll i origo. Den kvadratiska formen
undersoker vi med kvadratkomplettering och vi far

3 1
227 + 5 + 42° — 22y + 622 — 2y2 = 2[(z — g + ?Z)Q + (% + g)z - 52'2]
Vi ser att den kvadratiska formen &r indefinit och vi har alltsa en sadelpunkt, vilket inte
dr en lokal maxpunkt.

B. Vi har 0f /Ox = 4x — 2y + 6z och alltsa 0f /0x(1,1,1) = 8 # 0. Eftersom [ &r
difrerentierbar och inte alla partiella derivator ir noll i punkten sa ir (1,1, 1) inte en lokal
maxpunkt for f.

O

Svar: A. Nej. B. Ne;j.
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DEL C

(7) Enligt Coulombs lag ges det elektrostatiska féltet E kring en enhetsladdning i origo av

(z, y, 2)
(22 + y2 + 22)3/2

dir k dr en konstant.

A. Visa att filtet dr konservativt genom att bestimma en potential. 2)
B. Berikna det arbete kraftfiltet F = ¢E utrittar vid forflyttning av en punktladdning ¢
ett varv lings den slutna kurvan 22 4+ y? = 1, 2z = 1, medurs sett frén origo. (2)

Losning. A. En eventuell potential U ska uppfylla att VU = E. Speciellt giller da att
oU [0z = ka/(z* 4+ y* + 2%)3/? vilket gor att vi méste ha

Uz,y,2) = =k(z* +y* + )72 + g(y, 2)
for nagon funktion g. Vidare maste
U9y = ky/(2? + y* + 2)*? och U )0z = kz/(x? + y? + 2%)*/?
vilket dr uppfyllt om vi tar g(y, z) = 0. Vi har alltsé en potential
Ulz,y, 2) = —k(z? + y* + 22)71/2
definierad Overallt utom i origo.
B. Eftersom filtet dr konservativt och kurvan sluten &r arbetet 0. O

Svar: A. potential U (xz,y, z) = —k(z? + y*> 4+ 22)""/? B. 0
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(8) Betrakta ekvationen 22 + 27z + y° — yz + 21 = 4.
A. Visa att ekvationen i en omgivning av punkten (1, 1, 1) implicit definierar
en C*! funktion z = z(z,y) . (1)
B. I vilken riktning fran punkten (1, 1) vixer z(z, y) snabbast? 3)

Losning. A. Sitt F(x,y, 2) = 22+ 2x2+y° —yz+ 21 —4. Da éir F' C! 6verallt (polynom).
Och eftersom 0F/0z (1,1,1) = 5 # 0 sa foljer av implicita funktionssatsen att ' = 0 i
en omgivning av (1, 1, 1) implicit definierar en C'* funktion z = 2(z, y).

B. Vi kan nu derivera ekvationen 2% + 22z + 1® — yz + z* = 4 implicit. Forst deriverar
vim ap z och vi fér d& 2z + 22 + 22z, — y2), + 4232, = 0, vilketndrz =y = z = 1
ger2+ 2+ 2z, — 2z +4z, = 0dvs 2,(1,1) = —4/5. Sedan deriverar vi m a p y och
far 20z, + 3y> — 2 — yz, + 42°2, = 0, vilket nir v = y = z = 1 ger att z, = —2/5.
Eftersom funktionen z = z(x,y) vixer snabbast nir (z, y) dndras i gradientens riktning
sd viixer z snabbast i punkten (1, 1) i den riktning som anges av (—4/5, —2/5).

]

Svar: A. Se losningen. B. I den riktning som anges av (—4/5, —2/5).
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(9) En ldskeblaskburk i form av en rit cirkulér cylinder utan lock, med hojd h och radie R,
innehaller sa mycket vitska att ndr man lutar burken precis sa att vitskan borjar rinna ut
sa skymmer vitskan exakt halva bottenarean. Berdkna volymen av vitskan i burken. (4)

Losning. Vi infor koordinater sa att x-axeln dr burkens centralaxel och bottenytan utgors
av omradet dir z = 0 och 3% + 22 < R2. Vi kan da tiinka oss att vitskan skymmer
undre halvan av denna cirkelskiva med radie I nér den precis borjar rinna ut vid punkten
(h, 0, —R). Det vill siga: den sokta volymen av vitskan kan beskrivas som volymen av
den kropp K som ges av olikheterna 4> + 2> < R?, 2 < 0och 0 < 2 < —hz/R. Lat D
vara den mingd i yz-planet som uppfyller olikheterna % + 2% < R?, » < 0. Vi fér far di
den sokta volymen V' som

—hz/R
V:/// dxdydz:// (/ dx)dydz

K D \Jo
hz

= ——dydz

//D R
R 0 ) th
_/0 </_7r—5111<,0?d<p) dr

R 3.2
hr
-9/ 4
/ORT

_ 2hR?
==
dér vi vid 6vergangen fran rad 2 till rad 3 inférde poldra koordinater i yz-planet, dvs satte

y = rcosp och z = rsiny, med jacobideterminant r och grinser —m < ¢ < 0 och
0<r<R.

O
2hR?
3

Svar:




