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DEL A

(1) Lit g(w,y, 2) = >~
A. Ange en vektor som ir ortogonal mot nivaytan g(z,y, z) = 1 ipunkten (2,1, —1). (2)
B. Ange en ekvation for tangentplanet till nivaytan g(x, y, z) = 1ipunkten (2,1, —1).(2)

Losning. A. Gradienten dr ortogonal mot nivaytan, sa vi soker Vg i punkten (2, 1, —1).
Vi deriverar partiellt och fir dg/dx = —yz2e2 %" och dg/dy = —xz2e> %" och
dg/dz = —2xyze* ¥ 1 punkten (2,1, —1) far vi

Vg(2,1,—-1) = (—1,-2,4),
som ir den sokta vektorn.

B. Den vektor vi tog fram 1 uppgift A &dr ortogonal mot ytan och &r dirfér en normal-
vektor till tangentplanet. En ekvation for det sokta tangentplanet dr dérfor

(- —2)+(=2)(y = 1) +4(z— (=1)) =0
vilket ocksa kan skrivas

—r—2y+424+8=0.

Svar: Svar: A. (—1,—2,4) B. -2 —2y +424+8 =0
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(2) Lat D vara det omréde i planet som beskrivs av olikheterna —x < y < x och 2 +y? < 1.

Berikna dubbelintegralen
/ / y dxdy.
D

Losning. Omradet vi ska integrera 6ver bestar av de punkter innanfor enhetscirkeln som
ligger 6ver linjen y = —x och under linjen y = x. Detta omrade &r symmetriskt med
avseende pa z-axeln och integranden y &r en udda funktion sa vi ser déarfor direkt att

//ydxdy:O
D

(Obs: detta kan forstas ocksa riknas fram, t ex med hjélp av poléra koordinater.) 0J

C))

Svar: 0
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(3) Ett vektorfilt F = (P, Q) ges i omradet x > 0, y > 0 i planet av formlerna

2x 1 1 2y ax
P(r,y) = ———— — — — — och Q(x,y) = —.
(z,y) o Ry Q(z,y) Tr i
A. Bestdm konstanten a sa att vektorfiltet blir konservativt. 2)

B. Med konstanten a vald som i uppgift A, berdkna kurvintegralen

/F-dr
.

da ~ dr det rita linjestycket fran punkten (1, 1) till punkten (5, 4). (2)

Losning. Vi ser att filtet dr C! i det aktuella omradet, som #r enkelt sammanhiingande.
Filtet 4r da konservativt om och endast om 0Q)/0x = OP/0dy. Vi deriverar partiellt och
far:
0Q  —dry a
or (22 +y2)2 92
och

oP —dzy 1
by @y
Vi ser att dessa ér lika om och endast om @ = 1. Med detta val av konstanten a dr alltsa
faltet konservativt.
B. Vektorfiltet F, med konstanten a vald till 1, dr nu konservativt. Det har da en po-
tential, dvs det finns en funktion U sadan att VU = F. Vi bestimmer en sadan funktion
U. Var U maste uppfylla att

oUu oU
8—1' = P och 8—y = Q

Om vi integrerar det andra av dessa villkor m a p y far vi att

Uz,y) = In (a® +y?) — g +g(x)

for nagon funktion g. Om vi deriverar detta med avseende pa = och jamfor med det forsta
villkoret ovan far vi kravet att

2z 1 +o(@) 2z 1 1
_ - r=—-————— -,
@y oy Y ?+y? Ty
vilket dr uppfyllt om vi viiljer g(x) = — In x. Vi har alltsa en potential:

U(r,y) =In (2 + y*) — S
Y

Kurvintegralen kan nu berdknas med hjélp av potentialen:
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41 1
F.-dr = 4)-U(1,1)=In— — -.
J B = UG~ U0y =g~

41 1
cA.1.B.In— — —.
Svar n 01



SF1626 Flervariabelanalys - Losningsforslag till tentamen 2012-06-04 5

DEL B

(4) Betrakta problemet att optimera funktionen f(x,y) = (1+3x+2y)? for (z, y) som ligger
pa enhetscirkeln 2% + y? = 1.
A. Hur kan man pa forhand veta att problemet har en 16sning, dvs att f verkligen har ett
storsta och ett minsta virde for aktuella (z,y)? 1)
B. Los problemet, dvs hitta storsta och minsta virdet av f pa enhetscirkeln! 3)

Losning. A. Funktionen f &r kontinuerlig pa enhetscirkeln som dr en kompakt méngd.
Alltsa foljer det att funktionen antar ett storsta och ett minsta virde nir (z,y) varierar i
mingden.

B. Sitt g(x,y) = x® + y> Vi ska di optimera f under bivillkoret g = 1. Eftersom
enhetscirkeln ligger i det inre av definitionsmiingden till f och bade f ocho g ir C*
sa giller enligt Lagranges sats foljande: i en optimal punkt &r V f parallell med Vg.
Eftersom den senare vektorn dr nollskild pa méngden g = 1 far vi ekvationssystemet:

6(1 43z +2y) = A2z

4143z +2y) = N2y

?+y?=1
De forsta tva ekvationerna ger att antingen #r 1 4+ 3z + 2y = 0 eller s &r z/3 = y/2,
dvs y = 2x/3. Det forsta fallet ger en punkt dir virdet av funktionen f ér 0. Det andra
fallet ger vid insittning i den tredje ekvationen att 2 + (22/3)% = 1 dvs z = +3//13.

Detta ger oss tva mojliga optimala punkter, ndmligen +(3/+/13,2/4/13). Jimforelse av
funktionsvirdena till f i dessa punkter ger att storsta virdet av f pa enhetscirkeln &r

f(3/v/13,2/4/13) = (1 4 /13)? och det minsta virdet ér 0.
U

Svar: storsta virdet av f pa enhetscirkeln r f(3/1/13,2/v/13) = (1 + v/13)? och det
minsta vérdet &r 0.
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(5) Berikna volymen av kroppen K som ges av

K={(z,y,2) 2> +y*—2y<0och1 <z<z+y+11}.
“)

Losning. LAt D vara den miingd i 2y-planet som ges av olikheten 22 + y? — 2y < 0 eller
ekvivalent av 2% + (y — 1)? < 1. D4 ges den sokta volymen V' av

V://(‘Hyﬂl—1)dwdy=//(x+y+10)dmy.
D D

Om vi i denna integral infor translaterade polédra koordinater, x = rcosp ochy = 1 +
rsin ¢, ddr r gar fran 0 till 1 och ¢ gar fran 0 till 27 far vi

2T -1
V= / </ (rcosp + 14 rsine + 10)r dr) dp = 117.
0 0

Svar: 117
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(6) Avgor om det gar att byta integrationsordning i den itererade integralen

/01 (/yle_xzdx> dy.

Berikna integralen! 4)

Losning. Integrationsomradet dr triangeln med horni (0, 0), (1,0) och (1, 1). Integranden
ar kontinuerlig pa hela triangeln, inklusive randen. Darfor gar det att byta integrations-
ordning. Om vi byter integrationsordning far vi

! ! 2 ! * 2 ! 2 1—et
/ (/ e ” da:) dy —/ (/ e " dy) dx —/ xe ¥ dr = .
0 y 0 0 0 2

O

1—e !

Svar:
var 5
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DEL C

(7) Betrakta funktionen f(z,y) = 2%y + y* med definitionsméngd D given av olikheten
222 + y? < 3. En punkt (2, yo) pé randen till omradet D kallas for en stationdir rand-
punkt till f om riktningsderivatan f. (zo,yo) = 0 for alla riktningar v som é&r parallella
med randkurvan i (g, yo).

A. Avgér om punkten (1, 1) dr en stationér randpunkt till f. 2)
B. Bestidm alla stationira randpunkter till f. 2)

Lésning. Vi har att riktningsderivatan av f i en punkt (x,y) i den normerade riktningen
v ir

fi = (Vf)v = (2ury,2* + 3y?)-(v1,v2) = 2zyv; + (2% + 3y*)vs.
I en stationir randpunkt ska detta bli noll for alla riktningar (v, v,) som ir parallella
med randkurvan. Vilka riktningar #r det? Randkurvan ges av 222 + 3% = 3. Ta en punkt
(x0, yo) pa randkurvan. En vektor ortogonal mot randkurvan i denna punkt dr (4zg, 2yo).
Alla vektorer som ir parallella med randkurvan i punkten ges dirfor av k(2yq, —4x)
for ndgon konstant k. Vi far alltsé foljande villkor for att punkten (zg, yo) ska vara en
stationir randpunkt:

20y02y0 + (25 + 3yg) (—4x0) = 0
dir samtidigt 223 + y2 = 3 ska vara uppfyllt. Vi ser att enda losningen ir att 2o = 0 och
Yo = ++/3 Vi har alltsa tva stationira randpunkter, nimligen (0, j:\/g), vilket dr svaret

pa uppgift B. Svaret pa A dr ddrmed ne;j.
O

Svar: A. NejB. (0,4/3)
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(8) En plan stromning parallell med x-axeln i ett standardkoordinatsystem har hastighetsfiltet
u(z,y) = (vy, 0), dér v, dr en konstant. Ett cirkulirt hinder, med medelpunkt i origo och
radien R, placeras i stromningen. Detta fordndrar hastighetsfiltet. Nér jimvikt instillt sig
ar stromningen stationdr (tidsoberoende) och under vissa antaganden kan man visa att det
nya hastighetsfiltet v har potentialen

2
O(z,y) = vox (1 + R—) :

x? + y?

dvs v = grad 9.

A. Bestim hastighetsfiltet v(z, y) da 22 + y> > R2. 1)
B. Bestim hastigheten i de fyra punkterna (+£2R, +2R). 1)
C. Visa att stromlinjerna (kurvor som i varje punkt (z,y) har v(z,y) som tangent) skir
y-axeln under rit vinkel. (§))
D. Berikna lim,_,. ., v(z,y) och skissa med ledning av detta grinsvirde och uppgift B
och C ett par stromlinjer. (1)

Losning. A. Hastighetsfiltet dr gradienten av potentialen, dvs

R? )_ 2220y R? B 2xyvy R? )

V(Ivy) = V@(x,y) = (UO (1 + 22 + o2 (1:2 + y2)2’ (xQ + y2)2

B. Vi sitter in punkterna i ovanstaende uttryck och far

1
v(£2R, +2R) = vy (1, ig) ;

med plustecken i andra koordinaten nir x och y har olika tecken och minustecken annars.
C. I alla punkter pa y-axeln dr z-koordinaten 0. Sitter vi in detta i uttrycket for v far vi
R2
V(O7y) = (UO (1 + ?) 7O> )
vilket dr en vektor parallell med x-axeln, eller med andra ord vinkelrdt mot y-axeln.

D. Om vi later x — 400 i uttrycket for v ovan ser vi att alla rationella uttryck gar mot
0 sa vi far
lim v(z,y) = (vy,0).
T—100

Skiss av nagra stromlinjer:
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10

_10_

R? 2220y R? 2ayvy R
Svar: A.v(z,y) = (vo (1 + 5 n y2) T @a y2)2>
1
B. v(£2R, £2R) = vy (1, :|:§> (med + vid olika tecken och - vid lika).

C. -
D. lim 4 v(z,y) = (vo,0).
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(9) Ett klot med radie r har sin medelpunkt pa ytan av ett klot med radie R, dar R > r.
Berikna volymen av den del av det mindre klotet som befinner sig inuti det storre klotet.

C))

Losning. Vi infor koordinater sa att det stora klotet har medelpunkt i origo och det lilla
kloteti (0,0, R). Skérningspunkter mellan klotens begrinsningsytor fas da nir 22 + y* +
2?2 = R? och 2% + y? + (z — R)? = r? bada #r uppfyllda, dvs d& z = R — r?/2R och
22 +y? = r? —r*/AR?. Den del av det mindre klotet som ligger inuti det storre klotet kan

nu beskrivas sd att R—+/r2 — 22 — y2 < 2 < \/R2 — 22 — y?2 och 2% +y? < r?—rt /AR,
Kalla projektionen av denna mingd pa xy-planet for D. Med hjélp av polira koordinater
(x = vcospoch y = vsin ) far vi nu den sokta volymen V' som

V://(\/Rz—ﬁ—y?—R—l— V12 —a? —y?) dady
D
/\/m

0

(VR? =02 — R+ Vr2 —ov2)vdv

=27

9 (R? — %)%  Rv®  (r2 —0?)3/2]V ra-ri/aR
i T2 T3 L
i 4\ 3/2 4 4 \ 3/2
2 .2, ' 2 " .
L r_3+R_3_(R e _R(r 4R2>_(4R2) W
B 3 3 3 2 3 ’

vilket med viss moda (det géller att se att uttrycken under rottecknen &dr jamna kvadrater)
kan forenklas till

2 wrt

3 4R~
(Observera att om R — oo 1 uttrycket ovan sa gar den andra termen mot 0 och vi far
volymen av ett halvklot, precis som forvéntat i det fallet. ) 0

o2rrs ot

Svar: s TR




