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OMFATTNING: kapitel 1.1-1.4, 2, 3.1, 3.3-3.4, 3.5 till def. 13, 3.7, 17.8 t.o.m. s.
1019, 4.2, 4.3 (endast andraderivatetestet), 4.4 t.o.m. sid 250, 4.5, 4.7-4.8, 9.8
fram till Th. 23, 4.9, 5, 6.1, 6.2 t.o.m. s. 357, 6.3, 6.5, 7.1-7.3, 9.1-9.2, 9.3 till s.
542, 9.4 till s 548, 9.5 t.o.m. s. 555, samt Th. 19.

Kap. P. Detta kapitel utgor Inledande kurs i matematik. I kapitlet beskrivs vilka
bakgrundskunskaper som forutsatts.

Man bor ha funktionsbegreppet, sid. 26, helt klart for sig. Nagra viktiga
begrepp i samband med funktioner &r:

Definitionsméngd (domain of definition, s. 26);
Véardeméangd (range, s. 26);

Sammansatta funktioner, s. 35;

(Inversa funktioner, behandlas forst i kap 3.1, s. 172-).

Kap. 1. Kontinuitet och gransviarden.
1.1 Detta avsnitt ar av orienterande och motiverande karaktar. Las Ex 1-3.

1.2-1.3 Gransvéardesbegreppet dr fundamentalt i kursen. Du bor forsta den for-
mella definitionen (sid 86 och framat), i ljuset av den informella pa sid 61. Den
idé som ligger bakom &r inte svar.

Vinster- och hogergréansvarden definieras och forklaras pa liknande satt, men
man betraktar bara punkter till hger resp vénster om den givna punkten (s. 64).
Observera Sats 1 (s. 64): en funktion har gransvérde i en punkt precis da dess
vanster- och hogergransvarden i punkten existerar och ar lika.

Vid berakning av gransvarden anvands gransvardeslagarna, s. 65.

Gransvarde i o0 sid. 70. Vertikala och horisontella asymptoter: s. 70.

Las exempel 1.2.1, 3-9; 1.3.1-10.

1.4 Da man infort gransvarden ar kontinuitet nésta steg. Att en funktion &r
kontinuerlig betyder att den har gransvarden Overallt och att dessa sammanfaller
med funktionsvéirdena. Definition 5, 6, 7, 8, och Sats 5, sid 76-77.

"De vanliga funktionerna” ar kontinuerliga. Se s. 78, nedre delen. Vidare
visar Sats 6 och 7, s 79, hur man bildar nya kontinuerliga funktioner fran givna.
Sats 6 ar (bortsett fran punkt 5.) egentligen bara en variant av gréansvérdeslagarna.
Sats 7 ar lite annorlunda. Tank igenom varfor den géaller.

Las exempel 1-6.



Sats 8 (sid 80) ar mycket viktig. Den &r grunden i optimeringsproblem (max
och min). Man bor forsta att satsen inte &r sann, och varfér, om man &ndrar
nagon av forutsattningarna; se fig. 1.24.

Sats 9, "satsen om mellanliggande varden”, anvands i tillampningar for att
finna nollstéllen, eller, allmannare, rotter till ekvationer.

Las exempel 9-11.

(1.5) Frivillig lasning for dem som vill veta mer om gransviarden och kontinuitet.
(Se ocksa Appendix III.)

Kap 2. Derivatan.

2.1 I detta avsnitt forbereds derivatans inforande genom en diskussion av lutning
(slope) och tangentlinjer till kurvor y = f(x). Det mesta bor vara bekant fran
gymnasiet, men, notera formeln for normalens lutning, sid. 99.

Las exempel 1-7.

2.2 Definition av derivatan, s. 101. Ni bor i enkla exempel kunna berédkna deriva-
tor utgaende fran definitionen.

Derivata av potenser (power rule), s. 104. (Den visas for heltal i avsnitt 2.3.
Det generella fallet kraver logaritmer (kap. 3).)

Observera Leibniz’ beteckningar, sid 105. De gor manga formler enklare och
mer intuitiva.
Las exempel 1-5.

2.3 Sats 1 sager att deriverbarhet medfor kontiniutet. Deriveringsreglerna i Sats
2, 3, 5 maste man behérska; det finns inget utrymme for att gora fel hdr. Deriver-
ingsreglerna skall ”sitta i ryggmargen”.

Las exempel 1-10.

2.4 Kedjeregeln, Sats 6, s. 119, ar en hornsten i differentialkalkylen. Den ar lattast
att komma ihag med Leibniz’ beteckningar (mitt pa sidan).
Las exempel 1-4.

2.5 Med hjélp av standardgriansvirdet (Sats 8, sid. 124)
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och en trigonometrisk identitet (Ex. 1), kan man hérleda derivatan till sinusfunk-
tionen. Trigonometriska formler ger, tillsammans med deriveringsreglerna, uttryck
for derivatorna till cosinus- och tangensfunktionerna, som man ocksa skall kunna.
Derivatan av t ex cotangens harleds lampligen direkt, och vid behov. Observera
att derivatan av tangens kan skrivas

/ 1 2

(tan:v) = 5— = 1+ tan® .
cos? x

Det sista uttrycket ar att foredra i samband med arcustangensfunktionen, som

inférs i avsnitt 3.5.

Anm. 1 engelsksprakig litteratur anvands ofta sekantfunktionerna secz, osv. Vi
kommer inte att gora detta. Det racker med funktionerna sin, cos, tan och cot.
Las exempel 1-5.



2.6 Medelvardessatsen (Sats 11, s. 131) &r mycket viktig. Satsens geometriska
betydelse framgar av figur 2.25 (s. 131). Figur 2.26 pa samma sida visar att man
inte kan dndra pa nagon av satsens forutsattningar.

Med hjalp av medelvardessatsen kan man dra slutsatser om en funktions av-
tagande/vixande om man vet derivatans tecken i ett intervall. Det viktigaste
ur tillampningssynpunkt &r just detta, formulerat i Sats 12, s. 134. Begreppen
avtagande/véixande etc. infors i def. 5, s. 133.

Ater till medelvirdessatsen. Det #r latt att overtyga sig sjalv om att sat-
sen giller i det fall da funktionen &r noll i intervallets &ndpunkter (Rolles sats,
sid 136, tyvarr utan figur). Man bor &nda notera, att man behdver satsen om
storsta och minsta viarde (max/min Theorem 8, s. 80). Fran Rolles sats far man
medelvardessatsen genom ett slags variabelbyte; se fig. 2.30, s 136.

Las exempel 1-5.

2.8 Hogre ordningens derivator infors pa naturligt satt. Tolkning och tillamp-
ningar foljer i senare avsnitt.

2.9 Las exempel 1, 2, 5, 6.

2.10 Antiderivata (primitiv funktion), def. 7, och obestdmd integral, def. 8.
Differentialekvationer och begynnelsevardesproblem, sid 157.
Las exempel 1, 2, 3 5, 6.

2.11 Las exempel 1, 3, 5.

3.1 Inverterbara (one-to-one) funktioner, def. 1. Invers funktion, def. 2. Figurerna
3.3 och 3.4 visar hur man far fram inversen genom att spegla funktionen i linjen
Y= .

Inversens derivata, mitt pa sid. 177.
Las exempel 1, 2, 4.

(3.2) ingar i inledande kurs. Repetera gérna avsnittet.

3.3 Har infors Inz som den primitiva funktionen till 1/z som tar virdet 0 for
x = 1. (Egentligen beh6ver man Integralkalkylens fundamentalsats, avsnitt 5.5,
hér.) Fran denna definition f6ljer sedan logaritmlagarna (Sats 2) direkt. Expo-
nentialfunktionen inférs som invers till In x och exponentiallagarna (Sats 3) foljer
av logaritmlagarna. Man visar sedan att med e = exp 1 ar expx = e”*.

Las exempel 1-3, 6-8.

3.4 Exponentiell och logaritmisk tillvaxt: Sats 5, och dess sammanfattning i rutan

pa sid. 194. e” som gransviarde, sid. 198.
Las exempel 1-3.

3.5 Sinus och andra trigonometriska funktioner ar periodiska och darmed inte in-
verterbara: alla varden antas ju oandligt manga ganger. Genom att betrakta dem
pa lampliga delintervall, kan man invertera. Pa sa satt far man arcusfunktionerna
arcsinzx, def. 9, fig 3.18; arctanx, def. 11, fig. 3.22, samt arccosx, def. 12, fig.
3.25(a). (Inverser till sekantfunktionerna, s. 208-209, ingar inte.)

Derivator av arcsin x, sid 203; arctan x, sid 206.
Las exempel 1, 3, 5, 7, 9.

3.7 Karakteristiska ekvationen (**), sid. 216. Beroende av hur de karakteristiska
rotterna ser ut, uppstar tre olika fall (sid 216-217). De kan beskrivas som (I) skilda
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reella rotter, (II) sammanfallande rella rétter, samt (II1) rotter med imaginérdel

£ 0.

Las exempel 1-5.

17.8 Den allméanna losningen till en inhomogen ekvation ar yj + y,, dar y, ar
en godtycklig (vilken som helst) partikulérlosning, och dér y, &r den allménna
losningen till motsvarande homogena ekvation.

Ansats for partikulérlosningar (i enkla fall): rutan pa sid. 1018. Hoppa &ver
sid 1020-1021.
Las exempel 1-2.

(4.1) Ingar inte. Det kan &nda vara bra att skumma igenom detta avsnitt for att
bekanta sig med andragradskurvor.

4.2 Extremvérden: def. 1 (globala), def. 2 (lokala). Sats 1, sid 234, & max/min-
satsen fran kap 1 (s. 80). Sats 2, sid. 235, ar mycket viktig. Den ger en metod for
att finna storsta och minsta vérden till en kontinuerlig funktion pa ett slutet och
begransat intervall [a, b].

Las exempel 1, 2, 3, 5.

4.3 I detta avsnitt ingar bara andraderivatetestet, Sats 6, sid 244. Las ex 5.

4.4 Asymptotbegreppet, sid 248-249. Lés t.o.m. ex (1-) 5, sid 251. Resten utgar.
4.5 I avsnittet behandlas ”ostrukturerade” max/min-problem. Man maste sjalv
formulera problemen matematiskt.

Las exempel 1-5.

4.7 Formeln for linjar approximation (dvs. approximation av en funktion med
dess tangentlinje) kan skrivas

_ f/l (X)
2

2

f(x) = f(a) + f(a)(z — a) + E(z) = Pi(z) + Ex(2), Ei(x) (z —a)7,

dar Ej betecknar resttermen (felet) vid approximationen (av ordning 1).
Las exempel 1-4.

4.8 Taylors formel, Sats 10, sid. 282, ar en generalisering av linjar approximation.
Denna gang approximerar man f med ett polynom P, av grad n. Detta polynom
ar valt sa, att dess och dess derivators varden upp till ordning n sammanfaller
med f:s, i den givna punkten. Vi kan skriva detta f(x) = P,(x) + E,(z), dar
approximationen P, (x) och felet E, (z) ar givna i satsen.

Las exempel 1, 2, 4, 6, 7.

9.8 (fram till Th. 23.)

Las exempel 1-2.

4.9 L’Hopitals regel: Sats 12, sid. 290, Sats 13, sid. 292.
Las exempel 2-8.

5.1-5.2 Har diskuteras areabegreppet och berakning av areor genom limesover-
gang. Man bor genomfora nagon sadan berdkning for att till fullo uppskatta
effektiviteten i den metod vi senare berdknar integraler med.

Las exempel 5.2.1-2.

5.3 Bestamda integraler infors genom Over- och undersummor. Idén ar att da
indelningen blir finare skall, for ”integrerbara” (def. 3) funktioner, dess 6ver- och
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undersummor bada ha samma gransvarde, integralen av funktionen. Sats 2, sid.
316, visar att denna procedur fungerar for kontinuerliga funktioner.

Las exempel 2-4.

5.4 Har harleds diverse egenskaper till den bestdmda integralen (Sats 3, sid 317-
318). Integralkalkylens medelvardessats (Sats 4, sid 320) kommer in i den oumbér-
liga Integralkalkylens fundamentalsats i nasta avsnitt.

Las exempel 1, 3.

5.5 Sats 5, Integralkalkylens fundamentalsats, ar vad som gor integralen till ett
anviandbart verktyg, genom kopplingen till differentialkalkylen. Satsen visar att
varje kontinuerlig funktion har en primitiv funktion.

Las exempel 2, 4, 7, 9.
5.6 Variabelsubstitution i integraler, Sats 6, sid 322, innebar att man anvinder
kedjeregeln baklanges. Det ar en viktig metod.

I samband med integrering av trigonometriska funktioner bor man kunna
hérleda formlerna for dubbla vinkeln; se nedre halvan av sid 335.

Las exempel 3-6, 8.

5.7 Berdkning av area mellan tva kurvor. Man maste forst bestimma kurvornas
skdrningspunkter och sedan kontrollera vilken av funktionerna som &r storst i resp
delintervall. Darefter berdknas integralen pa vanligt satt.

Las exempel 1-4.

6.1 Formeln for partiell integration ar viktig. Den foljer av produktregeln for
derivator.

Las exempel 1, 2, 5, 6.
6.2 t.o.m. sid 357. Las exempel 1-6.

6.3 Det grundlaggande exemplet i detta avsnitt ar da ndmnaren har skilda, enkla,
nollstéllen, som i formlerna pa nedre delen av sid 362. Detta behandlas i ex. 3-4.

Om nagon faktor i naimnaren saknar reella rotter, t ex z2 + 1, maste man gora
en annan ansats, som i ex 5-6.

[ ex 7-8 visas vad som hander om nagon av faktorerna forekommer flera ganger.

6.5 I detta avsnitt behandlas ”generaliserade” integraler. De &r tva olika saker
man maste tdnka pa. Dels kan integrationsintervallet vara oandligt, dels kan in-
tegranden vara obegrinsad i nagon av andpunkterna. Man maste da beradkna
integralen som ett griansvarde, se ex 1, 2, 3, 5, 6.

Sats 2, sid. 378, behovs senare i samband med konvergens av serier.

7.1 Fig. 7.2-7.4 ger en forestallning om varfor, rent allmant, volym &r integralen av
area (formeln pa 6vre halvan av sid 408). Formeln l&dngst ned pa sid 408 behandlar
rotation kring x-axeln. Cylindriska skal, sid 411, bygger pa en annan idé. Fig. 7.9
visar varfor formeln pa sid 412 galler.

En sammanfattning av olika fall av rotationsvolymer finns pa sid 414. Det
ar nog béattre att man lar sig hur dessa formler harleds, i stallet for att lira dem
utantill.

Las exempel 1-3, 6-7.



7.2 Har behandlas andra volymsberakningar, dar metoden ar att dela upp kroppen
i ”tunna skivor”, vars area man kan bestdmma, varefter man ”summerar” dessa,
dvs integrerar arean.

Las exempel 1.

7.3 Bag- eller kurvlangd: formlerna mittpa sid 422. Figur 7.22 férklarar mekanis-
men. Las ex 1-2.

Area av rotationsyta: se sammanstillning pa sid 426. (Aterigen rekom-
menderas att man lar sig hérledningen av dessa formler.) Lis ex 5-6.

9.1 Konvergens av talfoljder (sequences), def. 1. Lis Ex. 5-6.

9.2 Konvergens av en (o#éndlig) serie betyder att foljden av dess partialsummor
sn, konvergerar: def. 3.

Den geometriska serien, def. 4, och resultaten om den, sid. 529, ar ett maste. Las
Ex. 1. Ex. 4 skall man kdnna till: den harmoniska serien Y - % ar divergent.
Sats 4, sid. 532, ger ett test for divergens: om inte den allménna termen a,, gar
mot 0 sa &r serien divergent. (Obs att den harmoniska serien ar divergent, men
dess allménna term gar mot noll.)

9.3 Positiva serier. Detta ar det centrala avsnittet i kapitlet. Det ar viktigt att
forsta att for positiva serier finns bara tva mojligheter: seriens summa &ar éndlig
(dvs konvergent) eller odndlig (dvs divergent).
Integraltestet, Sats 8, sid 535, ar viktigt. Fig. 9.4 visar varfor det fungerar. Dess
konsekvens i Ex. 1, om p-serier, ar ett maste. I Ex. 2 ges prov pa en annan
tillampning av integraltestet.

Man bor kunna f6ljande variant av Sats 10 (sid. 539):
Om a, >0, b, > 0 och

b , 0< L < o0,

sa galler

oo oo
Z a, konvergent <—- Z b, konvergent.
n=1 n=1

Genom det kan man jamfora en given serie >, a,, med en kind serie > 7 by,.
Se Ex. 5.
Hoppa over sid 542 till slutet av avsnittet.

9.4 Absolutkonvergens, se def. 5. Sats 13, sid. 544, ar viktig. Betingad (condi-
tional) konvergens, def. 6. Resten av avsnittet hoppas Gver.

9.5 (t.o.m. sid 555, samt Th. 19) I samband med Taylors formel sag vi exempel
pa potensserier. Har dyker den geometriska serien upp igen. Th. 17, sid 554, skall
ni kdnna till. Dar ingar det viktiga begreppet konvergensradie. Ni behover inte
kanna till allmanna metoder att bestamma denna.

Ni skall kunna anvanda Th. 19, sid. 563. Innanfér konvergensradien far man

derivera eller integrera en potensserie termvis. Las Ex. 5, sid 565-566, och Ex. 7,
sid. H67.
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