Matematiska Institutionen
KTH

Losningar och svar till nagra 6vningar pa egenvirden och egenvektorer infér lapp-
skrivning nummer 6 for D1, ht 06.

OBS Nagra av uppgifterna nedan ar kanske svarare dn den uppgift som kommer pa lappskriv-
ningen nésta onsdag.

1. Bestdm egenvirden och tillhdrande egenvektorer f6r matriserna

1 21 0 1 -1 11 -2 0
A=|2 9 2], B= 1 2 1], c=| -2 14 0 |.
1 21 -1 -1 0 0 00

Losning
1-) 2 1 -2 0 A —1 0 1
0= 2 9-)\ 2= 2 9-2) 2(=XN 2 9-2) 2 |=
1 2 1-2X 1 2 1-2)\ 1 2 1-2X\
-1 0 0
N 2 9-2) 4= A=1((9—=AN)(2—-X) —8) = A(=1)(A\2 — 11X + 10)
1 2 2-)

Denna ekvation har rétterna 0, 1 och 10. Vi Lser nu systemet

1-A 2 1 1 0
2 9-2X 2 z2 | =10
1 2 1-2X T3 0

for dessa virden pa A. Vi far egenrummen Ey = span{(1,0,-1)}, E1 = span{(2,—1,2)} och

Eyo = span{(1,4,1)}.

Matrisen B har egenrummen E_; = span{(1,0,1)}, Ey = span{(-1,1,1)} och E3 =
span{(1,2,-1)}

Matrisen C har egenrummen Ey = span{(0,0,1)}, E19 = span{(2,1,0)} och E15 = span{(1,—2,0)}

2. Gor en s.k. ortogonal diagonalisering av matrisen

7T 4 4
4 1 -8
4 -8 1
Losning:
T—A 4 4 T—A 4 0 7T—A 4 0
0= 4 1-) -8 |= 4 1-X -9+X[=(9-X) 4 1-x -1|=
4 -8 1-2AX 4 -8 9-2A 4 -8 1



ger egenviirdena A = 9 (dubbelrot) och A = —9. Tillhdrande ortogonalbas av egenvektorer t
ex

till A = —9: e; = 2(—1,2,2)
till A =9: e; = 1(2,-1,2) och e3 = 1(2,2,-1).

Diagonaliseringen blir siledes

7 4 4 L1202 —9001—122T
4 1 -8 | =3 2 -1 2 090 |3 2 -1 2
4 -8 1 2 2 -1 00 9 2 2 -1

. Bestdm A™ nir
4 6
(18,

Lésning Matrisen A har egenvirden 1 och 2 med tillhorande egenvektorer (2, —1) respektive

(3,-1). Med
_ 2 3 1 [ -1 =3
P_(—l _1> och P —( 1 2)
_ 4 6\ 10 1
a=( 3 2)=rloz)r
varur vi sluter att

n n
An=<_‘f _flj) :P((l) g) P‘lzP((l) 22)P‘1.

OBSERVERA Eftersom matrisen inte dr symmetrisk kan vi inte gora en s k ortogonal
diagonalisering.

sa far vi att

. En symmetrisk 3 x 3-matris har egenvidrdena —1, —1 och 1. En egenvektor horande till
egenviirdet 1 ér (0,—1,1)7. Bestdm matrisen A.

Losning: Matrisens 6vriga egenvektorer bildar, eftersom matrisen &r symmetrisk ett egen-
rum E_; som ligger ortogonalt mot vektorn (0,1, —1) eftersom matrisen forutsattes vara
symmetrisk. (eller nagon annan vektor parallell med (0,—1,1). Det gdller att varje multipel
A(0,-1,1) av (0,—1,1) ocksa dr en egenvektor hirande till egenvirdet 1.) Egenrummet E
har dimension 1 eftersom 1 dr ett enkelt nollstille till karaktersitiska ekvationen. Vektorerna
(1,0,0) och (0,1,1) tillhor E_q (Vi kan ta vilka tvd icke parallella vektorer som helst som dr
ortogonala mot (0,—1,1). Istdillet for (1,0,0) och (0,1,1) hade vi t ex kunnat vilja (1,1,1)
och (2,1,1).) Vi har nu att fér den linjira avbildning som A representerar géller

A(]-)O;O) = (_15070)5 A(Oa 1) 1) = (05 _]-5 _1) A(07 ]-5 _1) = (0) ]-5 _1)

Detta ger, t ex med Martins metod, A(0,2,0) = (0,-1,—1) + (0,1,—1) = (0,0,—2) och
A(0,0,2) = (0,—1,-1) — (0,1,—1) = (0,—2,0). Alltsa A(0,1,0) = (0,0,—1) och 4(0,0,1) =
(0,-1,0). Saledes

SVAR:
-1 0 0
0 0 -1
0 -1 0
Alternativt har vi
01 0 1 0 0 01 0\ "
A= -1 0 1 0 -1 0 -1 0 1
1 01 0 0 -1 1 01

som utridknat blir som svaret ovan.



5. Matrisen A har egenvektorerna (1,2,—1), (2,1,1) och (1,0,1) hérande till egenvirdena 2,
3, —1 respektive. Bestim A(4 3 1)T.

Lésning: Vi skriver forst vektorn (4, 3,1) som en linjarkombination av egenvektorerna:
(4,3,1) = 21(1,2,—-1) + 22(2,1,1) + 25(1,0,1)
Man finner att 3 = 1, z3 =1 och 3 = 1. Dvs
(4,3,1)=(1,2,-1)+ (2,1,1) + (1,0,1)

Vi applicerar nu matrisen A och far da:

4 1 2 1 1 2 1 7
Al 3 |=A 2 |[+A | 1 |+A | 0 | =2 2 |43 1 -1 0 )= 7
1 -1 1 1 -1 1 1 0

6. Matrisen A dr symmetrisk och har bl a egenvektorerna (1,1,1) och (1,—2,—1). Bestim
samtliga egenvektorer till matrisen A.

Losning: Da matrisen dr symmetrisk s dr egenvektorer horande till skilda egenvirden orto-
gonala mot varandra. Egenvektorerna (1,1,1) och (1, —2, —1) ir inte ortogonala mot varand-
ra och maste da hora till samma egenviirde och spénna upp ett egenrum av dimension 2.
Matrisen dr uppenbarligen av formatet 3 x 3 och till den hor en ortogonalbas av egenvektorer.
En tredje egenriktining &; ges av en vektor ortogonal mot de givna tva vektorerna t ex

es = (1,1,1) x (1,-2,—1) = (1,2, -3).

SVAR. span{(1,1,1),(1,-2,—1)} resp span{(1,2,-3)}



