Matematiska Institutionen

KTH

Losningar till tentamensskrivning pa kursen Linjar algebra II, 5B1109, fér F1 och D1
den 4 december 2006.

1.

Losning Koordinaterna (1,2, z3) till den givna vektorn i den givna basen ér reella tal
sadana att
(17 27 3) = Il(lv 2a 1) + x2(17 17 1) =+ ‘T3(27 17 O)

Detta leder till ekvationssytemet

1T + x2 + 223 = 1
2¢; + xy + w3 = 2
X1 + X9 = 3

Vi utfor Gausselimination och far, med rékningar i tablaform:

1 1 211 1 1 2 |1 11 2] 1

21 1|2 |~10 -1 -3/0]~1013]O0

1 1 013 0 0 —-2|2 0 0 2|-2
Uppenbarligen har vi att 3 = —1 varur o = —3z3 =3 och 1 =1 — x5 — 223 = 0.

Svar: Koordinaterna blir (z1,z9, z3) = (0,3, —1).
Losning Vi kan att
14+i=v2eT!, 1—i=+2e"7 3/2-i/2=e"5"
Med hjilp av DeMoivres formel far vi att det givna komplexa talet kan skrivas

25 s ™
\/§ 62511671231
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Sedvanlig brakrikning och rdkning med exponenter ger nu att ovanstaende tal &r lika med

V22 e38Fi—2mi _ 96,30%i _ e Fitd2m

Svar: Beloppet dr 64 och argumentet &r —m/2 plus en godtycklig multipel av 2.

. Losning Med hjilp av matrisinvers far vi

1 0 A -5 3
X=BA!'= 2 -3 (-1)( ): -16 9

som utgor svaret.



4. Lo6sning

(a) Punkten ligger i planet precis da punktens koordinater satisfierar planets ekvation. Vi
testar detta och finner att
14+2(-2)4+4-2=5.

Punkten tillhor alltsa planet.
(b) En punkt (z,y,2) = (1 +2t,1,1 — t) pa linjen tillhor planet precis da

1(1+26)4+2-144-(1—t)=5 dvs 7—2t=5 dvsnir t=1.

Den stkta skdrningspunkten &r alltsa Q = (z,y,2) = (14+2-1,1,1-1) = (3,1,0)
Avstandet mellan P och @ blir da

|PQ| = (3,1,0) — (1,—2,2)] = (2,3, —2)| = /22 + 3% + (—2)2 = V1T7.

5. (3p) Bestdm samtliga egenviirden och egenvektorer till matrisen

0 2 1
0 -1 0
0o -1 -1
Lo6sning Karaktersitiska ekvationen
0— A 2 1
o= 0 1-x 0 = N Y = eaeoay
0 -1 —-1-X

har rétterna A = 0 och A = —1 (dubbelrot). Egenvektorer bestdmmes pa sedvanligt sitt:
Till X = 0:

200 + x3 = 0
—X9 = 0
—X9 — I3 = 0

med 16sningen (x1, zo, z3) = ¢(1,0,0) som ger egenrummet Ey = span{(1,0,0)}
Tl A= —1:
Ty 4+ 229 4+ xz3 = 0
—x2 = 0
med 16sningen (x1,z2, z3) = ¢(1,0,—1) som ger egenrummet E_; = span{(1,0,—1)}

6. Losning

(a) Se ldroboken t ex.

(b) Kolonnerna i en n x n-matris bildar en bas for R™ precis da matrisens determinant &r
skild ifran noll. Vi far

11 22| |1 1 2 20 [1 1 2 2
1 3 33| |0 2 1 1| o 21 L,
1 -1 1 2|70 -2 -1 0o[7|o 0o o 1=
—1 =5 —4 a| |0 —4 —2 a+2| |0 0 0 a+4

Slutsatsen blir att vektorerna inte fér nagot viirde pa konstanten a kan bilda en bas for
R* .



7. Losning Vi placerar vektorerna som avbildas och deras bilder som rader i en matris enligt
nedan:

11 212 0 1
10 —-1(1 2 3
0 0 111 1 0

Bilden av en rad till viinster i tablan ovan star till hoger om strecket. Eftersom A &r linjéir
giiller detta forhallande efter vilket slag av sk elementéra radoperationer som helst, (den sk
Martins metod). Vi forssker nu med hjélp av elementira radoperationer skapa rader som

slutar med 100, 010 resp 001.

11 2201 1 1 2| 201

10 -1{1 2 3|~ -2 -3 -7|-5 20 |~

00 1|1 10 0 0 1] 110
1 1 2 201 11 2[2 0 1 N U
—2—3—9—700~(§§‘;100)~(§%2100
0 0 1| 1 10 00 1|1 1 0 =2 =2 21010

Ur tabellen ovan laser vi av
3 2 3 9\ £ —2 -3 -2\ £ 3 1 —4
Svar: fl = (7a 7 ?)’ f2 = (7775 7)5 f3 = (?7777)

8. Losning Pyramidens dubbla basyta ganger pyramidens hojd &r lika med volymen av den
parallellepiped som har horn i de angivna punkterna, och som spédnns upp av vektorerna

(1,0,—-1) — (2,3,1) = (-1,-3,-2),
(1,0,—-1) — (1,1,1) = (0, -1, —2),
(1,0,-1) — (4,1,0) = (—3,—-1,-1).

Pyramidens volym blir alltsa en sjdttedel av volymen av denna paralellepiped som ju har
volymen

-1 0 -3 -1 0 -3 1 3
[l -3 -1 —1||=||-3 -1 —1]]=]|(=1)(-1)** 4 p|I=1
-2 -2 -1 4 0 1

Saledes

Svar: 11/6

9. Lo6sning Informationen récker dérfor att den karakteristiska ekvationen visar sig ha en
dubbelrot skild fran den givna roten A = 5. Vi finner nédmligen att

AN EATFI6A+20= (A =5) (=A% —4r —4) = —(A=5)(A+2)2

Da matrisen dr symmetrisk dr egenvektorer som hor till skilda egenvirden ortogonala samt
det finns en bas for R? bestaende av egenvektorer till matrisen. Tager nu en ortogonalbas &1,
€o2, €3 sadan att €; = (1,1,1) samt é2 och e3 godtyckliga men ortogonala mot é;. Da giller
pga detta att é; och és tillhér egenrummet E_5 och ddrmed att

Ae; = 5e;
Aéy = —2¢9
Aéesz = —2¢;3

Ovanstaende maste gilla for varje val av egenvektorer és och €3 i egenrummet E_,. Lat A
vara den linjdra avbildning som matrisen A beskriver. Da giller att A &r entydigt bestdmd
av villkoren ovan och ddrmed finns bara en mojlighet for matrisen A.



10. (a) Losning Vi visar att denna produkt uppfyller alla krav pa att vara en inre produkt:

(1) < (y1,y2,¥3)|(x1, T2, 3) >= y121 + Yox2 + 2yox3 + 2y322 + Oyzz3 =
T1Y1 + Tay2 + 2xays + 2x3ye + 6x3ys =< (21,2, x3)|(y1, Y2, Y3) > .

(ZZ) < (1‘1, $2,$3)‘)\(y1,y2, yg) >= $1/\y1 + .1?2>\y2 + 2$2>\y3 + 2$3>\y2 + 61?3)\@/3 =
AMz1y1 + Tay2 + 222y3 + 2732 + 673y3) = A < (21,72, 23)|(y1, Y2, ¥3) > -

(ii1) < (w1,22,23)|[(y1,y2,¥3) + (21, 22, 23) >=
r1(y1 + 21) + 22(y2 + 22) + 2x2(ys + 23) + 2w3(y2 + 22) + 623(y3 + 23) =
(T1y1 + T2y2 + 272y3 + 223y2 + 623y3) + (121 + 220 + 27223 + 27322 + 67323) =
< (xl,xg,x3)|(y1,y2,y3) >+ < (1'1,1‘2,.1‘3)‘(21,2’2,&3) >

Dessutom maste
(iv) < (z1, 22, 23)|(T1, T2, 23) >= 2121 + T2T2 + 27223 + 22379 + 62323 >0 for T #0

dvs denna kvadratiska form skall visas vara positivt definit. Den tillh6rande symmet-
riska matrisen

1 00
0 1 2
0 2 6

har karakteristiska ekvationen

11—\ 0 0
0= 01—\ 2 (=1 —=N[A=X)(6—-X) —4] = (1 -NA\—7\+2)
0 26—\

En rot till karakteristiska ekvationen #r uppenbarligen A = 1. D4 ekvationen A% — 7\ +
2 = 0 har rotterna A = 7/24+/(7/2)% — 2 sa &r alla rotter till karakteristiska ekvationen
positiva och ddrmed den kvadratiska formen positivt definit.

Alla kraven (i) — (iv) pa en inre produkt har nu visats vara uppfyllda.
(b) Lésning Vi later e; = (1,0,0) och &3 = (0,1,0). Anvéinder nu Gram-Schmidts metod
for att hitta en tredje vektor es ortogonal mot dessa tva. Med f3 = (0,0,1) far vi

<f3|€1 > <f3‘52 >

0 2
ez = f3 — =(0,0,1)—(=(1,0,0)+—=(0,1,0)) = (0,—2,1).
€3 f3 (<él|él>el <ég|é2>€2) ( s Yy ) (l(a ’ )+1( s 4y )) ( ) 5 )

Svar: &, = (1,0,0), & = (0,1,0) och &5 = (0, —2,1)



