Matematiska Institutionen

KTH

Nagra 6vningar pa linjdra avbildningar infér lappskrivning nummer 5, Linjir algebra

II, ht 06.

OBS Nagra av uppgifterna nedan &r kanske svarare &n den uppgift som kommer pa lappskriv-
ningen nésta onsdag.

1.

(a) A(2,1,0) = A(2(1,0,0) + (0,1,0)) = 24(1,0,0) + A(0,1,0) = (1,2,1) + (2,—1,2) =

(3,1,3).

(b) Kolonnerna i avbildningens matris ges av bilden av basvektorerna. Alltsa blir avbild-

ningens matris

1 2 1
A= 2 -1 1
1 2 1
Nollrummet ges av de Z = (11,72, 23) i R® sddana att Az = 0 eller ekvivalent
1 2 1 1 0
Azl =| 2 -1 1 z | =10
1 2 1 T3 0

Detta ger ett homogent linjirt ekvationssystem med losningsméngden
(z1,29,23) =1(3,1,—5) ¢ reellt tal.

Alltsa nollrummet dr span{(3,1, —5)}.

Vi vet att A:s bildrummet &r lika med matrisen A:s kolonnrum. Da dimensionen av
nollrummet plus dimensionen av kolonnrummet till en matris &r lika med antalet ko-
lonner sa far vi att dimensionen av kolonnrummet dr 2. Da kolonn 1 och kolonn 2 i det
2-dimensionella kolonnrummet #r linjért oberoende sa bildar de en bas for detta rum.
Saledes dr A:s bildrum lika med span{(1,2,1),(2,—1,2)}.

Se nedan.

Den ovan givna matrisen A &r matrisen ¢Ae. Vi anvidnder transitionsmatriser och
Martins metod for att hitta de dvriga.

Martins metod ger latt oAg:

10 01 21 1 1 11 4 2 4
01 0|2 -1 2 |~ elem radop. ~ | 1 1 -1 20 2
00 1|1 11 1 -1 0]-1 3 -1

Vi ser i tablan bilden av vektorerna fi, f och f3 &r (4,2,4), (2,0, 2) respektive (—1,3, —1).
Dérfor blir matrisen (A lika med

4 2 -1

A= 2 0 3

4 2 -1
1 1 1 (112
Jdr=11 1 -1 och fTezeTglz1 1 1 -2
1 -1 0 2 -2 0



Vi far

fAr =¢ To cAg =

Vi far ocksa

1
fAe =f TeeAe = 1

1 14 6 0
- -2 -2 4
4 4 -8

5 5 4

= 1 -3 0

-2 6 0

2. Lat A beteckna den linjira avbildning fran R? till R? som bestar av forst en spegling i planet
1 + w2 — 2x3 = 0 och dérefter en projektion pa planet 2z + x2 + 2x3 = 0.

(a) Bestdm matrisen for denna linjira avbildning relativt standardbasen.

Lat S beteckna speglingen och P projektionen och lat S respektive P beteckna des-
sa linjira avbildningars matriser relativt standardbasen. Den sokta matrisen blir da
matrisen PS. Vi s6ker nu matrisen S.

En normalvektor till spegeln ér t ex 7 = (1,1, -2

) och tva vektorer spegeln &r t ex

@ = (1,—1,0) och v = (2,0,1). Vid spegling géller Si = —n Och Su = @ och Sv = 7.

Martins metod ger

1 1 -2
1—10
2

1
1—1
2

1 0 0| 2/3

0 -1 0| 1/3

0 0 1|-2/3

Matrisen S blir alltsa

-110

1 -1 2
1 -1 0

2 0 1
-1 1
o[t -1 0
112 01
-1/3  2/3
—2/3 —2/3
2/3 —1/3
2/3

S=|( -1/3
—2/3

2
RN

2
— W

1
~ (0
0

~1/3
2/3
2/3

0 —2]0 -2 2
1 0]1 -1 0 |~
0 12 o0 1
002 -1 2

1 01 -1 0 |~
012 01

0 0| 2/3 —1/3 2/3
1 0|-1/3 2/3 2/3
0 1[-2/3 2/3 —1/3
2/3

2/3

~1/3

Projektionsplanets normal &r 7 = (2,1,2) och tva vektorer paralella med planet &r t
ex 4 = (1,0,—1) och o = (1,-2,0). Det giller att Pi = 0 och Pu = @ och Pt = .
Martins metod ger da matrisen P

—
o O =
O)l—‘O
Tt =N

s}
—

0]—2/9
—1] 4/9
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o
o

0 -2
0 -1
-2 -4

8/9
2/9
—2/9

—2/9
~5/9
—4/9

— =

—
O O =

1 0
0 -1
-2 0
0] 2
-1] 1
01]5/9

1 00
~1 0 1 0
0 01

2 0 -2
1 0 -1 |~
1 -2 0

0 -2

0 -1 |~
—2/9 —4/9
5/9 —2/9 —4/9
—2/9  8/9 —2/9
—4/9 -2/9  5/9



Svar:
1 5 —2 —4 2 -1 2 1 20 —17 10
PS=—- -2 8 -2 | = -1 2 2 = 77 8 14 14

4 —2 -5 )3\ 2 2 4 10 -7

For spegling géller att S o Sv = v for alla vektorer ©. Den vektor som speglas pa
projektionsplanets normal (2,1,2) &r alltsa

2/3 —1/3  2/3 2 7/3
-1/3  2/3  2/3 1| = 4/3
-2/3  2/3 -1/3 2 —4/3

Vektorerna (1,0, —1) och (1, —2,0) ligger i planet och projiceras pa sig sjilva. Dessa #r
spegelbilder av vektorerna

2/3 —1/3  2/3 1 0

-1/3  2/3  2/3 0| = -1

—2/3  2/3 -1/3 ~1 -1/3
resp

2/3 —1/3 2/3 1 4/3

~1/3  2/3  2/3 -2 | = -5/3

—-2/3  2/3 -1/3 0 —2

Vi kan anvinda Martins metod for att bestimma P ocksa men, for att visa pa en annan
metod ger vi forst P:s matris relativt en ON-bas, dér en av basvektorerna &r en normal

till planet.
1 - 1 7 1
=-(2,1,2 =—(1,0,—-1 =—=(1,-4,1).
Det giiller att Pf; = 0 och Pfy = f5 och Pfs = f3. Avbildningen P:s matris relativt
denna bas blir da

0 0 0
tfPe=| 0 1 0
0 0 1
For transitionsmatriserna som beskriver basbytet géller
2 1 1
iov2 VP
Tr=Q=| 35 0 55 och ¢T.=Q '=QT
2 -1 i
3 V2 V18
Svaret ges nu tillslut av
eTr ePe TS =
2 1 1 2 1 1
§ 3 _748 0 0O § 3 _\Tf 2/3 —-1/3  2/3
3 0 715 01 0 N 0 NIt -1/3  2/3  2/3 | =?
R i 00 1 2 o1 -2/3  2/3 -1/3
NCEERVST 3 V2 VI8

Nollrummet bestar av de vektorer som speglas pa vektorer vinkelréita mot planet, dvs
for vilka Sv = (2,1,2). Vi obesrverar nu att speciellt vid spegling géller att S o Sv =
sa de sokta vektorerna satisfierar

2/3 —1/3  2/3 2 7/3
s=8(t2,1,2)=t| -1/3 2/3 2/3 1| =¢| 43
-2/3  2/3 -1/3 2 —4/3

Sa nollrummet dr span{(7,4,—4)}.
Bildrummet blir det plan pa vilket vektorerna projiceras, dvs 2z1 + xo + 2x3 = 0.



3. Vi anviander Martins metod

— R —|- AR - .

/1 A 161 - €1 -
— Ji2 — | = A]ig — ~ elem. radop ~ — Aley, —| - & -—
- fs == Afs - Ales —| - & —
Vi far
1 2 -112 2 1 -1 0 =30 0 1 -1 0 =30 0 1
0 1 312 1 1 ~ -1 0 211 0 1 ~ 0 0 5|1 0 0 ~
1 1 11 1 O 1 1 111 1 0 1 1 111 1 0
-1 0 =30 0 1 0 0 5|1 0 0
0 0 5|1 0 0 | ~ 1 1 —410 1 0
1 1 —-4/0 1 0 -1 0 =30 0 1

Svar: Inversa avbildningens matris relativt standardbasen blir

0 1 -1
0 1 0
5 —4 =3

4. For varje linjar avbildning géller att A0 = A05 = 0A% = 0. For den givna avbildningen har
vi A(0,0,0) = (0,0,1) # (0,0,0) och alltsa kan den inte vara linjér.

5. (a) Lat &1, e, e3 och &, utgora en bas for R* (vilken bas som helst, spelar ingen roll.)
Definiera A genom

Ae, =0, Ay =0, Aes=é1, Ae,=éy

och
A\ + ...+ dgéq) = MAe + ..+ N Aey.

Da blir A en linjar avbildning och
AcA(Ne1+. . .+ 84) = AN A +. . .+ g Aey) = A(Aze1+M482) = A3Ae+AAes = 0.
(b) Om Ao A =0 sa géller for varje T = (z1, x2,x3) att
A(AzT) =0.
Detta innebér att varje kolonn Az” tillhér A:s nollrum. Men miingden av alla kolonner

AzT utgor bildrummet som har dimension 2, som alltsé inte kan ligga i nollrummet
eftersom detta har dimension 1.



