Matematiska Institutionen
KTH

Losningar till nagra 6vningar pa geometri och vektorer infér lappskrivning nummer
2 pa kursen Linjar algebra II, 5B1109, ht 06.

OBS Nagra av uppgifterna nedan ar kanske svarare é&n den uppgift som kommer pa lappskriv-
ningen.

1. Linjens riktningsvektor &r PQ = (2,1,2) — (1,1, —1) = (1,0, 3). En punkt (z,v, 2) ligger pa
linjen precis da
(z,y,2) = (1,1, 1) + £(1,0,3) = (1 +¢,1,—1 + 3t)
for nagot tal ¢.

Vi soker nu planets ekvation. En normal till planet &r vinkelrit mot vektorerna (3,0, 1) och
(2,1,1) eftersom dessa ér parallella med planet. Kryssprodukten av dessa vektorer ger en
normal

n=(3,0,1) x (2,1,1) = ... = (=1, —1,3).

Planets ekvation blir da
—1(x—0)+(-1)(y—0)+3(z—0)=0 dvs —zxz—y+32=0.

En punkt (z,y, 2) tillhor alltsa planet precis da dess koordinater satisfierar denna ekvation.
Saledes, en punkt (z,y,2) = (14+1¢,1, —14 3t) pa linjen ligger i planet planet om och endast
om

—(14+t)—143(-1+3t)=0,

for nagot tal t. For ¢t = 5/8 &r denna ekvation uppfylld. Den sokta skdrningspunkten dr

5 5, 13 7
=(1+2,L,-1+32)=(=,1,2).
(x7y7z) ( +87 ) + 8) (87 78)

2. Med P =(1,2,1), Q = (-1,3,0) och R = (1,1,1) far triangeln sidorna
PQ=(-2,1,-1), PR=(0,1,0) och QR = (2,-2,1).

Vi anvénder nu kénda formler for att berdkna vinklar och lingder samt arean.

| PQll=+(=22+12+(-1)>=V6, | PR|=V0?+124+02=V1=1,
och
QR=2+(-22+12=V9=3.

Triangelns area &r hélften av den area som det parallellogram har, som spénns upp av PR
och PQ dvs

1
arean = 5 | PQ x PR ||
Vi far enligt formel for berdkning av kryssprodukt att
€1 ey e3
PQXPR: —2 1 -1 :él+0§2+(—2)é3.
0 1 0



Arean blir saledes

1 1 1
S I PQx PRII= 3 11 (1,0,-2) ||= 5v/TT+ 07+ (-2 =

Lat nu 6 beteckna vinkeln mellan PQ och PR. Da giller

SES

PQ- PR (-2,1,—1) - (0,1,0) 1

TPQT-TPRT — T(=21,-0 10,10 V&

cos(f) =

Triangelns 6vriga vinklar berdiknas pa samma sétt

. Bendmn punkterna P = (1,1,2), Q = (2,3,4), R = (3,—1,—1) och S = (4,1,1). Ett
parallellogram kénnetecknas av att sidorna paravis dr parallella och som f6ljd dérav lika
langa.

Vi finner efter provning att

PQ=(1,2,2)=RS och PR=(2,-2,-3)=0Q5.
Alltsa parallellogram.
OBS Vi var tvugna att prova oss fram for att hitta rétt sidor.

. Vektorerna ligger i samma plan precis da volymen av den parallellepiped som spénns upp av
dessa vektorer ér lika med 0. Denna volym &r beloppet av en determinant vars rader bestar
av de givan vektorerna. Vi far alltsa

1 11 1 1 1
0= 2 1 a|=|0 -1 —-2+4a|=-4+(a—2)=a—6.
-1 -2 3 0 -1 4
Precis nér a = —6 ligger vektorerna i samma plan.

. En vektor parallell med planet ér linjens riktningsvektor (1,0, —1). En annan vektor parallell
med planet dr vektorn mellan punkten (2,1,0) och punkten (1,3,2) pa linjen, dvs vektorn
(1,—2,—2). En normal till detta plan ges av kryssprodukten av dessa vektorer

e, & e3

1
1 0 —1|=—-2e+1ey+ (—2)53.
1 -2 =2

Planets ekvation blir da
—2(x—2)+(y—1)—22=0 dvs 2x—y+2z=3.
Linjen genom punkten (1,2, 1) parallell med planets normal har parameterforman
(z,y,2) = (1,2,1) + t(—2,1,-2).
Vi bestammer nu det t-véirdet for vilket linjen skér planet. Som i uppgift 1 far vi
2(1—2t) —(2+1t)+2(1 —2t) =3 som ger t= %1

Med det dubbla t-virdet fortsétter vi fran den givna punkten passerar planet och hamnar
pa planets andra sida, lika langt fran planet ifraga som startpunkten ligger pa. Detta &r
spegelbilden, som alltsa har koordinaterna

—2 13 16 13
=(1,2,1) + —(=2,1,-2) = (=, =, =2).
(x7y’z) (’ Y )+ 9( ) ) (979’9)
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Vi skall bestdmma talet a sa att det finns tal ¢ och tal s med
(1,1,2) +¢(1,0,—-1) = (2,a,1) + s(2,1, —1).

Dessa virden pa ¢t och s ger da en gemensam punkt, dvs en skidrningspunkt. Ekvationen
ovan ger likheten
(-1,1—a,1)=(2s—t,s,—s+1)

dvs systemet

2s — t = -1
S = 1l—a
—-s + t = 1

Betraktar vi enbart den forsta och sista av dessa ekvationer far vi att s =0 och ¢t = 1. Med
a = 1 kommer &ven ekvation nummer tva att vara uppfylld.

Sammanfattningsvis: enda méjliga véirde pa a dr 1 och vi far da skdrningspunkten (2,1, 1).
Vinkeln mellan planen beskriver vi med hjéilp av vinkeln mellan planens normaler, (rita

figur!). Dessa normaler &r (1,1,3) och (2,—1,1) och for cosinus for vinkeln 6 mellan dem
géller

(17 173) ) (27 —1, 1) 4
cos(f) = = .
0=(1,1,1)-(1,2,a) =142 +a,
ger a = —3. Vidare kréver vi att

0=(1,1,1)-(1,b,¢) och 0=(1,2,a)-(1,b,c).

Da a = —3 far vi att
0=14+b+c¢c och 0=1+2b-3c.

Detta linjéra system for b och ¢ ger b = —4/5 och ¢ = —1/5.

Kortaste avstandet ar vinkelrita avstandet. Lat O beteckna origo och P en godtycklig punkt
pa linjen. Avstandet ges av lingden av den vektor OP som &r vinkelréit mot linjens rikt-
ningsvektor (2,1,—1). D4 OP = (1 + 2¢,1+t,1 — t) far vi rétt t-virde ur ekvationen

0=(2,1,—1)- (1 +26,1+t,1—t) =21 +2t) + (1 +1t) — (1 —t) = 6t + 2,

dvs t = —1/3. Avstandet blir alltsa lika med

-1 -1 -1 124 1 2 1. 1
1421+ —,1— ) |I= (52,2 =/ (52 + (5)2 + (2)2 = =v21
T +251+ 1= ) 1=l (5. 3:3) | \/(3)+()+(3) 3

En normal till planet &r 7 = (1,1, —2). Lingden av denna vektor ér

| 7 ||= /12 +12 4+ (=2)2 = V6.

Vi far en vektor € med ldangd 1 och med samma riktning som normalen 7 om vi multiplicerar
n med 1/||n|| dvs med 1/v/6:
1
e=—(1,1,-2).
Z1L-2)
Punkten med koordinaterna (1,0, 0) tillhor givna planet eftersom denna punkts koordinater
satisfierar planets ekvation z 4+ y — 2z = 1. Punkten med koordinaterna

Vorl 1 -2,
V6 V6 V6

1
Q=(1,0,0) + %(1,1,—2) = (



11.

12.

kommer att ligga pa avstandet ett fran givna planet. Ett plan med normalvektorn n =
(1,1,—2) och genom punkten @) kommer att vara paralellt med givna planet och ligga pa
avstand ett fran detta. Dess ekvation blir

V6 +1 1 -2
- \/6 )+(y_ -

(z

Den sokta linjens riktning dr vinkelrdt mot planets normal, eftersom linjen ligger i planet. Sa
om 7 r en riktningsvektor for linjen sa maste ¥ vara vinkelridt mot planets normal (1,2, —2).
Dessutom var det givet i uppgiften att ¥ dr vinkelrdt mot vektorn (1,1, 1). Viljer vi ¥ som
kryssprodukten mellan (1,2, —2) och (1,1, 1) sa far vi en riktningsvektor for den sokta linjen.

En sedvanlig berdkning av kryssprodukt, jfr t ex uppgift 2, ger
(1a 2a _2) X (17 17 1) = (4a _37 _1)

Nu har vi bade en punkt (3,0,1) pa den sokta linjen och en riktningsvektor (4, —3,—1) for
linjen. Saledes

Svar: (z,y,z) = (3,0,1) + t(4, -3, —1).

I precis de uppgifter dar métning av lingder och vinklar férekommer skall ON-system papekas
annars kan métningar inte utféras med vara standardformler. Jag glomde skriva detta i
uppgifterna 4, 7, 8, 9 samt nummer 11. Uppgiften 1 gar att 16sa utan att man forutsitter
ett ON-system



