Matematiska Institutionen
KTH

Losningar till nadgra 6vningar pa allminna vektorrum infor lappskrivning nummer 3
pa kursen Linjar algebra II, ht06.

1. Vektorerna ér linjirt beroende precis da
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Nér a # % ar vektorerna linjart oberoende.

2. Vi undersoker om det finns tal x1, x5 och z3 sadana att
21(1,2,3,4) + 22(1,0,1, - 1) + 23(2,1,1,0) = (1,2,1,2).

Detta ger ett ekvationssystem som pa tablaform kan skrivas och l6sas enligt nedan.

1 1 2|1 1 1 2|1 1 1 2 1

2 0 1|2 2 0 1|2 2 0 1| 2

3 1 1|1 2 0 -1|0 4 0 0] 2|’

4 -1 0|2 50 2|3 1 0 0]-1
vilket ju inte dr mojligt eftersom x; = —1 och 4x; = 2 &r en orimlighet.

Svar: Den givan vektorn tillhor inte det givna linjéra holjet.

Linjira holjet av dessa vektorer ar lika med det minsta delrum som innehéaller dessa vektorer.
Vi ldgger in vektorerna som rader i en matris. Sen utfor vi elementéra radoperationer pa
matrisen tills den kommer pa sa kallad trappsetgsform. Raderna som #r skilda fran noll
bildar da en bas och dimensionen ér lika med antale icke nollrader.

1 21 2 1 1 2 1 21 1 2 1 21
3 21 1 3 0 -4 -2 -5 0 0 1 3 3 2
-1 -1 21 1|7 1o 1 3 32710 -4 -2 -5 0|~
3 3 4 45 0 -3 1 -2 2 0 -3 1 -2 2

12 1 21 12 1 21

01 3 3 2 01 3 3 2

0010 78|71 o0oo0 107 8

00 10 7 8 00 000

—

Svar: Dimensionen blir 3 och en bas till exempel (1,2,1,2,1), ,3,3,2) och (0,0,10,7,8).
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4. De vektorer som satisfierar den givna ekvationen &r l9sningsrummet till det homogena sy-
stemet
T+ 229 + 23 — 224 =0

och alla 16sningsrum till homogena system #r delrum till R*. Vi kan vilja xo = ¢, 3 = s och
x4 = u godtyckligt och far da att

T = —2x9 — T3+ 2x4 = —2t — s + 2u.
Alltsa blir de sokta vektorerna (z1, xa, 23, x4) precis foljande
(x1,29,23,24) = (=2t — s + 2u, t,s,u) = t(—2,1,0,0) + s(—1,0,1,0) +¢(2,0,0,1)

Vektorerna (—2,1,0,0), (—1,0,1,0) och (2,0,0,1) &r linjirt oberoende och spénner upp
16sningsrummet. Dimensionen blir alltsa 3.

5. Att (21,22, x3,24) tillhor bédgge rummen innebér att bade z1 + 2x9 + 3 — 224 = 0 och
r1+x2+x3—x4 = 0 skall gilla. Detta ger ett homogent ekvationssystem. De sokta vektorerna
(21,2, T3, x4) utgdres av losningarna till ett homogent system och dr ddrmed ett delrum till
R*. Loses detta system med Gausselemination far vi

(9317 T2, T3, 14) = t((), 17 07 1) + S(la 07 717 0)
Dimensionen blir tva och som bas kan vi t ex vélja (0,1,0,1) och (1,0,—1,0)

6. Enligt den géingse algoritmen utfor vi elementéira radoperationer pa matrisen:

1 1 2 1 2 1 1 2 1 2
2 13 -1 -2|~]0 -1 -1 -3 —6
-1 -1 2 5) 0 0 0 4 6 2

De tre raderna i sluttablan bildar en bas for A:s radrum. I sluttablan &r de tre forsta
kolonnerna linjért oberoende och bildar en bas fér kolonnrummet. Motsvarande kolonner i
A bildar da en bas for A:s kolonnrum. En bas fér givna kolonnrummet #r alltsa (1,2, —1)7,
(1,1,—1)T och (2,3,2)7.

For nollrummet 1ser vi systemet AZT = 07 med hjilp av Gausselimination

1 1 2 1 210 1 1 2 1 210
2 13 -1 -2|0|~|0 -1 -1 -3 —-610
-1 -1 2 5 00 0 0 4 6 210
Séatt x4 =t och x5 = s och vi far x3 = —%t — %s,
= 3 6 —3t+1 3t — 6s = 3t 1
X9 = —X3 xIs .T5—2 28 s = B 28,
och
3 11 3 1 5 9
xlffx272x37x472z5f§t+35—2(f§t755)7t725f§t+§s.
Alltsa
( ) (5t+9 3t 11 3t 1 Ls)
T1.To, X3, X4, 05) = (=t + =8, ——t — —8§, ——t — =5,t,8) =
1,42,43,44,45 2 2 ) 2 2 ) 2 2 3 Uy
5 3 3 9 11 1
(5’_57_5’1’0)+S(§7_?7_§’0’1)'
En bas fér nollrummet ar alltsa (2,—32,—2,1,0) och (3,—4,—1,0,1). Matrisens rang &r

lika med tre eftersom sluttablan bara innehaller tre icke nollrader.



7. Visa att vektorerna (1,1,1,1), (1,1,-1,-1), (1,—1,1,—1) och (1,—1,—1,1) bildar en bas
for R* och bestim sedan koordinmaterna fér vektorn (1,2,3,4) i denna bas.

De édr en bas om den determinant som har de givna vektorerna som kolonner &r skild ifran
noll. Vi far

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 -1 -1 0 0 -2 -2 0 0 -2 -2 0 0 —4 0
1 -1 1 -1 |0 -2 0 —-2| |0 -2 0 —2| |0 -2 0 —-2| —1670
1 -1 -1 1 0 -2 -2 0 0 0 -2 2 0 0 -2 2

Nu aterstar att losa systemet
1:1(17 13 1; 1) + ‘T2(17 17 717 71) + 1'3(13 717 17 71) + l’4(1, 717 71, 1) = (17 23 3; 4)

Detta system har tablan

1 1 1 1)1 1 1 1 1|1 1 1 1 111
1 1 -1 -1|2 | 10 0 -2 =211 0 0 -2 2|1 1| _
1 -1 1 =113 ] | 0 =2 0 -2 |2 0 -2 0 —-2|2 |
1 -1 -1 114 0 -2 =2 013 0 0 -2 211

1 1 1 1)1

0 0 —4 012

0 -2 0 -2 |2

0 0 -2 201

Man far att 3 = —1/2, 24 =0, 22 = —1 och z; = 5/2.

8. Satter upp en tabla med dessa vektorer som kolonner och kompletterar sedan med standard-
basen som kolonner. Nu har vi garanterat ett kolonnrum som har dimension fyra:

1 21 1 0 00
21 3 01 0 O
-2 3 4 0 0 1 0
1 11 0 0 01
Elementéra radoperationer ger nu
1 21 1 0 00 1 2 1 1 0 0O 1 2 1 1 0 0 0
2 1 3 01 00 N 0O -3 1 -2 1 00 N 0 -1 0 -1 0 0 1
-2 3 4 0 0 1 0 0 7 6 2 0 1 0 0 -3 1 -2 1 00
1 1.1 0 0 0 1 0O -1 0 -1 0 0 1 0 7 6 2 01 0
1 2 1 1 0 0 0 1 2 1 1 0 0 0
0 -1 0 -1 0 O 1 N 0o -1 0 -1 0 0 1
0 0 1 1 1 0 -3 0 0 1 1 1 0 -3
0 0 6 =5 0 1 7 0 0 0 —-11 -6 1 25

De fyra forsta kolonnerna i sluttablan &ar linjart oberoende. Da kommer de fyra forsta kolon-
nerna i starttablan att vara linjirt oberoende. Eftersom de ar fyra kommer de att spanna
upp hela R* och didrmed vara en bas for R*.

Svar: &, = (1,2,-2,1), &3 = (2,1,3,1), es = (1,3,4,1) och 4 = (1,0,0,0).



