Losningar till tentamen den 13 april 2004
Kompletteringskurs i Matematik, 5B1114

1. Eftersom polynomet p(z) = 223 — 22 + 2z — 1 har reella koefficienter,

ar ocksd z = —i en rot. Polynomet dr delbart med (z —i)(z + 1) = 22 + 1.

Vi far att p(z) = (22 4+ 1)(2z — 1). Svar: De ovriga rotterna ar z = —i och
1
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2. a) Matrisen ar (2 4 9
b) Nollrummet av T" bestar av vektorer (z,y, z) sadana att T'(z,y,2) =
1 -3 1\ (¥ 0
(0,0) dvs. (2 _a 2) yl| = (0) Koefficientmatrisen ar ekvivalent med
2
1 -3 1
0 64+a 0/
1) Om a = —6 far vi ekvationen = — 3y + z = 0. Da ar (z,y,2) =

(3s —t,s,t) =s(3,1,0) + t(—1,0,1) dér s,t, € R. En bas for nollrummet ar
{(3,1,0),(—1,0,1)}.

2) Om a # —6, y = 0. Nollrummet bestar av vektorer ¢(1,0,—1),¢ € R.
En bas ar {(1,0,—1)}.

3. Vi bestammer de kritiska punkterna till f(z,y) = z — 2? — 22
Dif(z,y) =1 — 2z och Dyf(z,y) = —4y. Punkten (3,0) ligger pa randen
av omradet.

Paranden 1) y =0,—1 <2z <1 f(z,y) ar parabeln g(z) = = — 2. Pa
intervallet [—1,1] géller —2 = g(—1) < g(z) < g(3) = 1.

2) 2?2 +y* =1,y >0. Darér f(z,y) =x—2*—2(1—2%) =2+ -2 =

(x + %)2 — % som ar > —% I andpunkterna —1 resp. 1 antar funktionen

varden —2 resp. 0.
Det minsta resp. storsta vardet av f ar f(—%, ?) = —% resp.

4. Vi bestdmmer forst kurvornas skirningspunkter. Fran ekvationen

gt =4 —32%, dvs. 2 + 327 — 4 = 0 foljer att 22 = =%, Vi far punkterna
+1,1). Arean = fjl(f;_3x2 dy) dz = fj1(4 — 322 —xt)ydx =2 f01(4 —32% —
at)de =2



5. Enligt Green’s sats

ji(aﬂrys)dx —(y+a¥)dy = //A(—3x2 — 3y?) dx dy

dér A #r cirkelsektorn {(z,7) : 0 < 22 +3?> < 1,0 < y < v/3x}. I polira
kordinater ar integralen = —3 fog(fol r3dr)df = -3 fol[%](l) do = —%.

6. De partiella derivatorna av h(z,y,z) = f(z/y, x/z) ar enligt ked-
jeregeln Dih = %le + %sz, Dyh = —y%le och Dsh = —% D, f. Saledes
ar xDvh+yDoh + 2zD3h = 33(5le+ 1D, f) +y(=5Dif)+2(= 5D f) = 0.

7. Fran ekvationerna D f(x,y) = 32% — 3y*> + 22 = 0 och Dy f(z,y) =
—6xy = 0 foljer a) om z =0sadry=0b) omy =0sadr z(3x+2) =0. Vi
far tva kritiska punkter: (0,0) och (—%,0).

Vidare &r A = Dy f(z,y) = 6x + 2, B = Dyof(x,y) = —6y, C =
Dy f(x,y) = —6x. I punkten (—2,0) ar AC — B> = —8 < 0. Punkten
ar en sadelpunkt. I punkten (0,0) & AC — B? = 0. Vi undersoker funk-
tionen f(z,y) = x(2? — 3y?> + z). 1 origo & f = 0. Néra origo, pa linjen
y =z ar f(z,z) = 2*(1 — 22) > 0 om x # 0. Pa kurvan y = /7 ar
flz,v/T) = 2*(x —2) < 0 for 0 < x < 2. Origo ar ocksa en sadelpunkt.
Funktionen har inga lokala extrempunkter.

8. Enligt Gauss’ sats &r [[(F-NdS = [[[. divF dxdydz dar K &r
kroppen {(z,y,2) : 0 < z < (1 — 2? — y?)}. Divergensen av F ar = 2.
Vi far nu ffSF -NdS = 2 Volymen av K

= 2ffz2+y2§1(f05(17x v dz)dz dy = ff$2+y2§1(1 — 2% —y*)dxdy. T polara

kordinater ar integralen = fol( 0% r(1 —r?)df) dr = 2r[ir? — 19 = 2.

9. [ sfariska koordinater ar

/// (1422 +y* + 28 Hdodydz
$2+y2+22§b2
27 b T 2 27 b 2
p°sin ¢ / / p .
= do) dp) do = — cos dp) db
| R anana = [ ([ (Il an

27 b 1 2w
:2/ (/ (1-— )dp)d¢9:2/ [p — arctan p)} df
o Jo 1+ p? 0 ’

= 47 (b — arctanb).




10. Vektorfiltet F(x,y) = (sinx cosy, cos zsiny) ar konservativt:

2 (coszsiny) = —sinzsiny = 2 5, (sin @ cosy). Darfor ar $o, F-dr = 0. Vidare
ar fo sinx cosy dr — (cosx sin y +x)dy = fC rdy. Genom att anvianda
parameterframstillningen z = cosf,y = sinf far vi = fo%(cos 0)2do =
f2” 1+cos20 1n _ -

0 2 .

11. De partiella derivatorna av f(z, y) = (1$—72y) ar Dy f(z,y) = 1%, och
Dyf(z,y) = . Vi far att dS = \/1+ (D1 f(z,y))? + (D2 f (z,y))2dzdy

Arean ar [[y dS = [[,(1+ 3 ) )drdy dir R &r rektangeln 0 < x <

1,0 <y < ; Eftersom fledxdy = arean av R = ¢ far vi att arean

1
:%+%fo fo ly ?) dy) dz) _+ fo ly :%+é[$3](1):
12. a) Vi antar att B = S7'AS. Om Au = Au,u # 0, dvs \ ar ett

egenvarde till A och u ar en motsvarande egenvektor, sa foljer att S—!Au =
AS7tu, dvs. B(S™'u) = AS7'u och S71u # 0. Detta visar att A:s egenvirden
ar ocksa egenvarden till B. P.g.a. symmetrin ar B:s egenvarden egenvarden
till A.

b) Fran beviset i a) foljer att om  wq, ug, ..., uy ar linjart oberoende egen-
vektorer till A som motsvarar ett egenvarde A, sa ar vektorerna
Sy, S~ g, ..., S~ uy, egenvektorer till B motsvarande egenvirdet \. Vi
visar att dessa ar linjart oberoende. Antag att ¢;.S™'u; 4+ 28 tug + ... +
ceS™tu, = 0 for nagra koefficienter ¢y, ¢o, .., ¢;. DA ar ocksa vektorn
S(erS™ uy + oS ug + ...+ ST uy) = crug + coug + ...+ cpuy, = 0. Eftersom
vektorerna uy, us, ..., ug ar linjart oberoende, ar ¢; = ¢o = ... = ¢, = 0. Di-
mensionen av A:s egenrum ér déarfor < dimensionen av B:s egenrum. P.g.a.
symmetrin har egenrummen samma dimension.
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