Losningar till tentamen den 27 augusti 2003
Kompletteringskurs i Matematik, 5B1114

1. Kvadratkomplettering ger (z — (1 —14))?> = =3 — 2i + (1 —i)%. Lat
z—(1—1i) = a+bi. Daar (a+bi)*> = —3—4i dvs. a®*—b* = —3 och 2ab = —4.
Visitter in b = —2a~! i den forsta ekvationen och far a*+3a?—4 = 0. Vidare

—345

dr a®> = =32 som ger a = +1. Fran ekvationen z — 1414 = £(1 — 2i) far vi

losningarna Svar: z =14 och z = 2 — 3i.

2. Omradet A kan beskrivas med olikheterna y < x <2 —y,

0<y<1
12— 1 (2—y)2—y2 1

[lyeydady = [ y(f," wde)dy = [§y*=5=dy = [§(2y — 2°)dy =

5 - b - }
310~ 3"

3. En parameterframstallning till kurvan C' ar = = t,y = %, dar

t:1— % Da ar de = dt och dy = —t%dt. Vi far

1 1
, ) i1 ,11 /51 1
—aytde + 20%ydy = | —t=dt —22>=dt =— [ (= +2>)dt
[;my x + 22°y dy [ " 7 1(t2+ )

1 1
= [Z —2Int]j =2+2In3.

4. Viskriver vektorn (5, 1) som en linjarkombination av (2, 1) och (1, 2).
Fran ekvationerna 2a + b = 5 och a 4+ 2b = 1 foljer att @ = 3 och b = —1.
Eftersom T ar linjar, galler

5. Flodet ut genom en yta S ér enligt divergenssatsen [ [, divF dx dy dz.

Nu ar divF = 2zyz + 2zyz + 2xyz = 6zyz, vilket ger
[[[fs6zyz de dy dz = 6(f01 :lrd:v)(fol ydy)(f03 zdz) = 27.

eTty e*ty
6. Lat F(z,y) = (e*t¥, e ¥). Jacobimatrisen av F' ar CTY gy

och f = go F. Enligt kedjeregeln D, f = e D;g + ¢*"YDyg och Diof =
etV D g+e" V(" TV Dy1g—e* Y Diag) —e" Y Dog+e Y (e" TV Dy1g—e* Y Dogg).
Eftersom Dlgg = Dng, far vi Dlgf = ex—i—yDlg — ex_yDgg + 62(x+y>D11g
—e2(=9) Diyog.




7. Enpunkt (x,y) ar en kritisk punkt om D, f(z,y) = 0 och Dy f(z,y) =
0, dvs. —sinx = 0 och —siny = 0. De kritiska punkterna i cirkelskivan
r? +y* < 16 ar de fem punktena (0, 0), &(7,0) och £(0,7) . I en godtycklig
punkt (z,y) d&r AC — B% = cosz cosy.

1) T origo ar AC — B2 =1 och A = —cos0 = —1 < 0. Origo ar saledes
en lokal maximipunkt.

2) T de andra punkterna ar AC' — B* = —1 < 0. De &r sadelpunkter.

8. Ytan S har ekvationen z = f(z,y) dir f(z,y) = 1 — 2 — y.
Eftersom D;f(z,y) = Dof(z,y) = —1, ar ytelementet dS =
V1+ (=1)2+ (=1)2dzdy = v/3drdy  och

/ /S et dS =3 /1 ( /1 )y = /3 /1 L dy

=3 [(e1 = endy = VBe~1) [ erdy = V3le — 17

0 0

9. Volymen V = [[,(2—x —y)daxdy dir A:2®+y* <1 &r kroppens

projektion pa xy-planet. Vi far V = 2 arean av A — [[,(z + y)dzdy =
127

2 — [ [ r?cosBsinfdrdf = 2.
00

10. a) Vi bestdammer A:s egenvérden och egenvektorer.

19— A 18 1—A 18
det(A — \I) —det( o7 —26—/\) = det (_1+)\ —26—)\)

= det (1 6 A _818_ A) =(A+8)(A-1).

Egenvarden ar 1 och —8. Egenvektorerna ar losningar till ekvationen

(A= X)X =0. For A =1 ar koefficientmatrisen <_1287 _1287)

Losningarna ar X =t _1 ,te Rt+#0. For A\ = —8 fas egenvektorerna

1
1 2

X:t(2>,t€Rt7é(_J. Matrisen P:(—l 3

_3 ) ar inverterbar och




1 0
-1 — —
P AP_D_(O _8).
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b) Eftersom D = D3 dar Dy = (O _2>, far vi A = PDP™! =

0 . Matrisen B = o™
PD3P1 PDyP~1)3. Matri B = PDyP!

(G0 )G 4G

uppfyller ekvationen B3 = A.

11. Pa ellipsen ar f(z,y) = 2> + 3y  +y = 4 — 4> + 3y  +y =
4 +y —y? = g(y). Ellipsens halvaxlar ar 2 och 1. T vart fall & 0 < y < 1.
Funktionen f antar pa halvellipsen samma varden som ¢ antar pa intervallet
[0,1]. Eftersom ¢'(y) = 0 om y = 1, jamfor vi varden g(3) =4+ 3 — 1 =
I g(0) =4 och g(1) = 4. Storsta virdet av g pa intervallet [0,1] &r 1 och
minsta vardet ar 4. Eftersom ¢ ar kontinuerlig pa det slutna intervallet antar

den alla vérden pa [4, 1],

12. a) Antag att F = grad u. Eftersom Dju = y? + 2z2, sa ar
u(x,y,2) = y?r + 2%y + g(y, z) for nagon funktion g. Vidare ar Dou =
2% 4+ 2zy = 2yx + Dig. Vi far att ¢ = 2%y + h(z) for nagon funktion h.
Nu ar Dsu = 22 + 2yz = x* + 2yz + I/(2). Vi kan skriva att h(z) = C.
Funktionerna u(z,y, z) = y?x +2*y+2%y+C dar C ar en godtycklig konstant
ar potentialfunktioner till F.

) JoF-dr=u(0,1,1) —u(0,0,0) = 1.

13. Pa grund av symmetrin ar I = fffK(x2 + 22 —yH)dedydz =
[[[a*dzdydz, dir K &r Klotet 2® + y* + 2* < 1. Med hjélp av sfériska
koordinater (x = psin¢cosf,y = psin¢siné, z = pcos ¢) far vi

2w g 1
I= /0 (/0 (/0 p? sin? ¢ cos® 0p* sin ¢ dp) d¢) df)
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