Losningar till tentamen den 25 augusti 2004
Kompletteringskurs i Matematik, 5B1114

1. Gradienten av f &r gradf(z,y,2) = (ye* *,e** —ye* ) och gradf(0,1,2) =

(e2,e72, —e7?). For u = (3’—\/01%) ar riktningsderivatan D, f(0,1,2) = e 2(1,1,—1) - u =

ﬁ. Riktningsderivatan #r stérst i riktningen (1,1, —1) och det storsta virdet dr v/3e 2.

2. Ekvationen kan skrivas (z — 1)? = % + 67 genom kvadratkomplettering. Lat
z—i=a+bi. Dadr (a+bi)* =1+ 6idvs. a®>—b?* =7 och 2ab=6. Om b= 3 ger den
férsta ekvationen a? — (2)2 =2 =0 dvs. a' — Ia? —9 = 0. Vi far att a® = 4 som medfor

a=+42,b=3=+3 Alltsd z—  =+(2+%). Svar: =242 och z=-2—1i.

3. Lat G(x,y) = (2* — y,y* — x). Dess Jacobimatris ar (311 gyl) Eftersom
f = go G far vi enligt kedjeregeln D;f(x,y) = 2xD19(p) — Dag(p) och Dyf(z,y) =

—D1g(p) + 2yDog(p) dér p = (2* — y,y* — ).

4. Videlar Ditvadelar: Dy = {(z,y):0<z <1, <y <bzx, Dy={(z,y): 1<
r <2, x<y<6—12% Areorna ir
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Svar: Arean av D ar %.

1 0
5. a) Berdkning visar att Av = —3v dir v = 0O | resp. v = |1]. Fran
-1 0
ekvationen det(A — AI) = 0 far vi alla egenvérden. Vi far ekvationen (3 —\)(—3 — A)(2 —
A)=30(=3—=X) =0dvs. (=3—=X)(A\? =5\ —24) = 0. Egenvirden ar 8 och —3. Matrisen
ar diagonaliserbar eftersom det finns en bas av tre egenvektorer.

b) Vi loser ekvationssystemet (A — 8/)X = 0 dir koefficientmatrisen &r
-5 0 6 6 1 06
0 —11 0 |]. Losningen ar X =¢ | 0|, dart € R. Matrisen P= | 0 1 O
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uppfyller villkoret P~*AP = D med diagonalmatrisen D = [ 0 -3 0

0 0 8



6. a) Vektorfiltet F(z,y) = (—y2, 22) ir definierad om y # 0. Det har potentlalfunk—
tion ¢(z,y) = — for y > 0 och for y < 0 for att Dyo(z,y) = —y—2 och Dyp(z,y) = y
Integralen I &r saledes oberoende av vigen i 6vre halvplanet {(z,y) : y > 0} och i nedre
halvplanet {(z,y) : y < 0}.

b) Parabelbagen ligger i omradet {(z,y) : y > 0}. Integralen I = ¢(1,4) — ¢(2,1) = 2L,

7.  Ytornas skirningskurva dr cirkeln 22 + y? = 4, z = 2. Projektionen av K i
xy-planet ar D: 22 +y?> < 4. Vi far
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8. a) F(x,y)=(r—y,3z+2y,x+y).
b) Avbildningen F' &ar surjektiv, om varje vektor (u,v,w) i R® & = F(z,y) for nagon
vektor (x,y) i planet. Till exempel vektorn (0, 1, 1) kan inte skrivas pa sadan form for att
ekvationen (0,1,1) = (z — y, 3z + 2y, + y) har ingen l6sning. F' ar inte surjektiv.

9. De partiella derivatorna av f(z,y) = %(x% —i—y%) ar Dy f(x,y) = 22 och Dyf(z,y)
— y2. Vi far att dS = /T + z + y dody. Arean= [Jg dS = [[,VT+z+ydedy dar T &r

den givna triangeln. Vidare ar arean
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10. Kurvan |z|+ |y| =1 &r en kvadrat med horn i punkterna (£1,0), (0,+1). Pa
kvadraten ar f(z,y) = 2> —(1—|z|)? = 2|z| —1. Lat g(x) = 2|z|—1. Eftersom 0 < |z| < 1,
sa ar —1 < g(x) < 1. Det storsta resp. det minsta vardet av g nér |x| <1 &r 1 resp. —1,
g(£1) =1 och g(0) = —1. Svar: Det storsta resp. det minsta vérdet av f i kvadraten ar
f(£1,0) = 1 resp. f(0,£1) = —1.

11. Enligt Gauss’ sats ar [[,F-NdS = [[[, div Fdzdydz dér K &r halvbollen
{(x,y,2) : 2> +y*> + 2? < 1, z > 0}. Divergensen av F dr = y + 2. Eftersom integralen



[[[ydrdydz =0 pga. symmetrin far vi med hjalp av sfariska kordinater

//SF.NdS—///szxdydz—/Og(/ol(/o%pcowpzsm(bdg)dp)d¢
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= 27r/0 (cosgbsinqb/o p*dp)de = %/ sin 2¢ d¢ = g[— cos 2¢|¢ =

1=

0

12. a) Lat g(z,y) = 2+ 22 +y* — 1. Gradientvektorn gradg(z,y) = (42 + 2z, 2y) #
(0,0) pa kurvan g(z,y) = 0. Gradienten &ar parallell med vektorn (1,0) precis da y = 0.
Vi far fran kurvans ekvation % 4+ 22 — 1 = 0 och vidare 2? = % Svar: Normalen #r

parallell med z- axeln i punkterna (44/ \/52_1 ,0).

b) Lat f(z,y) = 2* + y?, dvs kvadrat av avstandet mellan punkten (z,%) och origo. P4
kurvan ar f(x,y) = 1 — 2% Fran a) foljer att z-koordinaten i kurvans punkter &r pa

intervallet [—c,c| dér ¢ = 4/ @ (< 1). Funktionen f &r minst om =z = £c¢. Samma

punkter som i a) dr ndrmast origo.



