Losningar till tentamen den 17 december 2003
Kompletteringskurs i Matematik, 5B1114

1. Kvadratkomplettering ger (2 — 2i)? = —4 — 6i + (2i)%. Lat z — 2i =
a+bi. Da ar (a+ bi)*> = —8 — 61 dvs. a®> —b? = —8 och 2ab = —6. Vi siitter
in b = —3a~! i den forsta ekvationen och far a* + 84> — 9 = 0. Vidare &r
a’* = —4 +5 som ger a = +1. Vi far nu z — 2i = £(1 — 3i).

Svar: z=1—140ch z=—1+4 5.

2. Lat F(z,y,2) = x +y + z + " + 3. Gradienten av F &r en
normalvektor till ytan F(z,y,z) = 0. Vi far gradF(z,y, z) = (1+yze™?*, 1+

227 1 + zye™?) och gradF(1,0, —5) = (1,—4,1). Svar: i(lg/g,l).

3. I poléra koordinater &r [[, m dvdy = OQ’T(an = dr)df =

2r [(1 = 2-)dr = 2x[r — alnla + 7|4, = 27(a — aln(2a) + aln(a)) =

27(1 —In2)a.

4. Vi bestdmmer forst de kritiska punkterna till f(z,y) = 2%+ zy + y2.
De partiella derivatorna ar D;f(z,y) = 2x + y och Dyf(z,y) = = + 2y.
Ekvationerna 2z + y = 0 och x + 2y = 0 ger den kritiska punkten (0,0).

Pa randen 2% + y? = 1 anvander vi polira koordinater: = = cosf,y =
sinf. Vi far f(z,y) = g(0) = 1 + cosfsinf = 1 + 27! sin(260). Ekvationen

g'(0) = cos(20) = 0 ger g :s kritiska punkter 7, 2%, 50 T Bftersom g(%) =
g(%”) = %, g(%’r) = g(%’r) = % och g(0) = g(2m) = 1 ar g:s storsta resp.
minsta virde pa intervallet [0, 27] 2 resp. 3.

Genom att jamfora varden % = f(%,%) = f(—%,—%), % =
f(—%, %) = f(%, —%) och f(0,0) = 0, far vi att det storsta resp. minsta
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5 resp. 0.

2

vardet av f ar

5. Vi soker en potential u till vektorfaltet F(x,y,z) = (2zy,x* +
2%e¥,2ze¥). Antag att F = grad u. Eftersom da Dyu = 2zy, sa ar
uw(x,y,2) = 2%y + g(y,2) for nagon funktion g. Vidare ar Dou = z? +
Dyg(y, 2) = x* + 2%e¥. Vi far att g(y, z) = 2%e¥ + h(z) for nagon funktion h.
Nuér Dsu = 2zeV+h/(z) = 2zeY. Vi far att h(z) ar en konstant. Vektorféltet
ar konservativt; en potentialfunktion ar u(z,y, z) = z%y + 2%¢¥. Integralen
Jo 2y de + (2% + 2%e¥) dy + 2ze¥ dz = u(e,0,e) — u(0,0,1) = e* — 1.



6. Lat z = soch z =t Daéry = 2s+ 3t .Vifar (z,y,2) = (s,25 +
3t,t) = s(1,2,0) +¢(0,3,1). Varje vektor i vektorrummet kan skrivas som en
linjarkombination av vektorerna (1, 2,0) och (0, 3, 1) som &r linjart oberoende
och uppfyller ekvationen. Svar: En bas ar {(1,2,0),(0,3,1)}.

7. Lat G(z,y) = (x+g(z—y),x). Dadr ¢ = hoG och enligt kedjeregeln

1+ / _ A _
(Do D)= (Dt Doty (I )
D1h 4+ Dyh = 0 enligt antagandet.

8. I tetraedern galler 0 < z <1 —x —y. Dess projektion i xy-planet
ar triangeln T: 0 <y <1—x, 0<x <1. Vifar

l—x—y
/// etV dr dy dz = //(/ "V d2) da dy =
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9. De partiella derivatorna av f(z,y) = %($% +y2) dir Dy f(z,y) ==
och Dyf(z,y) = y%. Vi far att dS = \/1+ (D1f(2,y))? + (Daf (z,y))? =
VI+x+y. Arean av ytan 2z = f(z,y) ar fo V1+z+ydrdy dar Q ar
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bogttenkvadragen. Vi far att arean = %fols[(l +z+y)2)l_gdy = %fol((2 +
) —(1+y)2)dy = 5[2+y)? — (1 +y)7]=50V3 -8V2+1).

N

10. a) Vi bestammer A:s egenvérden och egenvektorer.

—7T—-X 24

det(A—)\I):det( o4 T_ )\

):)\2—49—242:)\2—625.

Egenvarden ar +£25. Egenvektorerna ar losningar till ekvationen
(A£251)X = 0. For A = 25 &r koefficientmatrisen (_212 _2f8).
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Losningarna ar X =t (4

) ,t € Rt+#0. For A\ = —25 fas egenvektorerna

X = t(_:;l),t € Rt # 0. Matrisen P:(
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ar ortogonal och
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b) For v = (i) giller Av = 25v. Vidare ér

A% = A3(Av) = 25A4% = 25 ATy = ... = 25%.
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Svar: A? har egenvirden +£25° (och samma egenvektorer som A).

Pa samma sitt dr, om u = A%u = —25%.

11. En normal till planet ar (1,—1,2). En normal till ytan i en
punkt (z,y,z) éar (8z,8y, —22) = 2(4x,4y, —z) (forutom i origo dar ytan,
en dubbelkon, har ingen tangentplan eller normal). Villkoret for att ytans
tangentplan ar parallellt med planet ar att normalerna ar parallella dvs.
(4x, 4y, —z) = t(1,—1,2) for nagot tal t # 0. Vi far 4o = ¢,4y = —t och
—z = 2t. Eftersom (z,y,z) = (t/4,—t/4,—2t) &r en punkt pa ytan, géller
att 4t = 4(¢*/16 + t*/16). Endast t = 0 uppfyller ekvationen.

Svar: Inga punkter pa ytan uppfyller villkoret.

12. Se Adams s. 968. Svar: 9ma?.

13.  Origo ar en kritisk punkt: De partiella derivatorna D; f(z,y) =
423 + dazy® och Dyof(x,y) = 4az’y + 4y> ar = 0 i origo.

a) Oma > —1, x*+2az’y* +y* > (22 —y?)> > 0 = £(0,0). Funktionen
f har i origo en (lokal) minimipunkt.

b)Om a< -1, f(z,z)=(2a+2)z*<0 och f(z,0)=2a*>0
for sma vérden av |z| (x # 0). Origo dr en sadelpunkt.



