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1. Den givna funktionsytan kan skrivas om pa formen
flz,y,2) =2? —y® +23y> — 2 = 0.
Tangentplanets ekvation i punkten (xg,yo,20) ar

fa (0, Y0, 20) ( — x0) + f1. (%0, Y0, 20) (¥ — o) + f1 (w0, Yo, 20)(z — z0) = 0.

och gradienten ar
Vi = 2z + 32%y°, -2y + 32392, —1).

Gradienten i den givna punkten (zg, 0, 20) = (1,2,5) dr da Vf(1,2,5) = (26,8, —1) och
tangentplanet blir 26(z — 1) + 8(y — 2) + (—1) - (z — 5) = 0. Detta kan forenklas till
z = 26x + 8y — 37, vilket &r det sokta planet.

Svar. Planet &r z = 26z + 8y — 37.

2. Det plan som gar genom punkterna (a,0,0), (0,b,0), (0,0,c) har ekvationen

Yy
b

Detta &r ldtt att inse direkt eller kan hérledas genom att bestdmma koefficienterna i
planets ekvation pa formen

T z
S+2+Z=1
a C

Ax+ By+Cz+D =0

genom metoden med obestdmda koefficienter. I vart fall far vi

L TR
ndR I AR |
1+2+3 ’

och planets normalvektor &r n = (1, 3, 3) vars lingd &r

N[

1
n[=(1+272+3%)2=1(36+9+4)2 =L
Avstandet d ges av projektionen av nagon av de givna vektorerna pa normalvektorn.
Om vi véljer (1,0,0) fas

d = (15050) ' (17%’%) _6
-
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Svar. Avstdndet &r g.



. Vi far
1 -1 1 2 2 -1
T4 _ _
AA_(Q 3)(—1 3>_(—1 13>'
Den karakteristiska ekvationen blir

‘2—,\ -1

-1 13—>\‘:O

eller efter forenkling A2 — 15\ 4 25 = 0. Vi far rotterna
15 225 15 | 5v5
Mp =gy B =g E

15 + 5v/5
[[Al| = VAL = —

Matrisnormen ar

Man kan visa att detta uttryck kan forenklas till 1(5 4+ v/5).

. Maximum och minimum antas ty den givna funktionen f(z,y) = z —y &r en kontinuerlig
funktion definierad p& en kompakt (= sluten och begrénsad) méngd. Infor Lagrange-
funktionen

L(z,y,)\) =z —y + M4z? + 63> — 15)

och 13t g(z,y) = 4z% + 6y? — 15. Det finns tva mojligheter:
1) Extremvirden antas i punkter som uppfyller Vg(z,y) = (0,0) och bivillkoret

g(z,y) = 0. Vg(z,y) = (0,0) ger emellertid (8z,12y) = (0,0) vilket medfor
(z,y) = (0,0) som ej uppfyller bivillkoret.

2) Extremvéirdena antas i stationéra punkter for Lagrangefunktionen, vilket ger

( OL
8—:1+8)\:c:0
ox
L
< 8—:—1+12)\y:0
dy
L
\g_z:g(:v,y)=4$2+692—15=0-
R 1 e e
Vifar z = Y och y = o Insdttning i bivillkoret ger

) [

A2 |16 24|
Efter forenkling far vi A\? = 1/144, vilket ger Ao = :t%. For A\ = % far vi
(z,y9) = (—2,1) med funktionsviirde f(—3,1) = —32 och for Ay = —2 far vi

(z,y) = (%, —1) med funktionsvirde f(%, -1) = g Dessa tva punkter ar kandidater
till maximum och minimum.

Svar. Maximum &r 2 och minimum &r —2.
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5. Vi far successivt genom Gausselimination:

1 3 2 1 0 0 S@

2 8 3 0 1 0 j ~
3 10 6 0 0 1

1 3 2 1 0 0

0 2 -1 | -2 1 0 ~
0o 1 0 | -3 0 1 j

1 3 1 0 0

0 1 0 -3 0 1 S@ ~
0 2 -1 | -2 1 0

1 3 2 1 0 0

0o 1 0 | -3 0 1 ~
0 0 -1 4 1 =2 S
1 3 0 9 2 -4

0o 1 0 | -3 0 1 E@ ~
0 0 1 | -4 -1 2

1 0 0 18 2 -7

0o 1 0 | -3 0 1

0 0 1 | -4 -1 2

6 . Vifar uy =1, uy, = 0, v, = 2z och vy = 1. Saledes &r

of _of ou Of ov_0of 9of ,
9z  Ou Oz Qv Bz 0Ou @ dv
och
of _of ou_ of ov_0f ,
Oy Ou Oy Ov Oy Ov
Inséttning i ekvationen ger
of | of of of
' _9pf! =24 4 27, - . =
Ja = 22]y ou + ov 2 ov 2@ ou

Svar. Differentialekvationen 6vergar i ekvationen B_f =0.
U
7. Méjliga extrempunkter &r kritiska punkter i det inre av kvadraten eller randpunkter.

1) Kritiska punkter i det inre ges av

of

=322 — 3y =
ax z y O’
of 2

— =3y -3z =0.
oy Y o



Den forsta ekvationen ger y = 22 och vi far insatt i den andra ekvationen z* = x

som har de reella losningarna z = 0 och x = 1. D4 £ = 0 &r y = 0 och punkten
(z,y) = (0,0) ligger p& randen. Analogt fas att = 1 som ger (z,y) = (1,1) som
ligger i det inre av kvadraten och funktionsvirdet &r dar f(1,1) = —1.

2) Pay =0,0 <z < 2 ges funktionen av g(x) = f(z,0) = 2 och den viixer monotont
fran g(0) = £(0,0) = 0 till g(2) = f(2,0) = 8. Pa linjen y = 2, 0 < z < 2 ges
funktionen av h(r) = z3 + 8 — 6z. Teckenstudium av derivatan h'(z) = 312 — 6 ger
att denna funktion avtar fran h(0) = ¢(0,2) = 8 till h(v/2) = f(v/2,2) = 8 — 42
och vixer sedan till h(2) = f(2,2) = 4.

Eftersom f(z,y) = f(y,z) (symmetriskil!) behover vi inte undersdka sidorna av
kvadraten didr z = 0 och z = 2. Kandidater till max och min &r f(1,1) = —1,
£(0,0) = 0, £(0,2) = 8, f(2,0) = 8 och f(v/2,2) = f(2,V2) = 8 — 4/2 och

f(2,2) =4 och maximum &r tydligen 8 och minimum —1.
Svar. Maximum ar 8 och minimum &r —1.

. Den karakteristiska ekvationen for matrisen till den kvadratiska formen ar

19— X 3

‘ 3 11— ,\‘ =0

Vilket ger ekvationen A? — 30\ + 200 = 0, som har losningar A\ o = 15 £ /225 — 200 =
15+5. En egenvektor som svarar mot A\; = 20 &r u; = (3,1) och en egenvektor svarande
mot Ay = 10 &r ug = (1, —3). Motsvarande normerade egenvektorer &r t; = \/Ll—o(& 1)

och iy = -+ (1, —3). Lat koordinaterna i basen {ii, G2} vara (£,7). D& blir matrisen

V10
som hor till den kvadratiska formen i vinsterledet en diagonalmatris A dar

20 0
A= <0 10)

och ekvationen overgar i 2062 + 10n? = 40, som kan skrivas

2 2
ELm
2 4

s& ekvationen betyder en ellips med halvaxlar v/2 och 2. Motsvarande huvudaxelrikt-
ningar &r (3, 1) respektive (1, —3).

. Planets normalvektor ar (1,—2,1) och den normaliserade normalvektorn &r

1
fi =—(1,-2,1).
1= (1,21
Vi véljer ocksé en ON-bas i planet. Man kan vilja en férsta vektor godtyckligt till exempel
fo = %(1,0,—1). En vektor ortogonal mot f; och f5 &r kryssprodukten (1,—2,1) X

(1,0,—1) = (2,2,2). En normaliserad tredje basvektor kan nu véljas som

1
f5=—(1,1,1).
3 \/?:( )



10.

Basbytet ges dérfor av f = eS dar

L 1 L

V6 V2 V38

2 1

S = -7 0 7
B

V6 V2 V3

Matrisen for den sokta avbildningen i basen fi, fy, f5 ar

0 0
A= 0
1

o o o
O =

Matrisen i den ursprungliga basen e ges nu av A, = SA;S™' = SA;ST eftersom S ar
en ON-bas. Utrékning ger

a)

1 1 1 0 0 0 1 2 1 5 1 _1
NG V2 V3 V6 V6 Ve 6 3 6
2 1 1 1 1 1 1
A== O #0101 O —%B|=|35 5 3
1 1 1 0 0 1 1 1 1 _1 1 5
V6 V2 V3 V3 V3 V3 6 3 6

Vi utnyttjar att determinanten dr multiplikativ, dvs. att for tva kvadratiska n x n
-matriser giller det(AB) = det(A) - det(B) och att om den kvadratiska matrisen A
ar inverterbar giller

1
-1
det A = et A

Detta ger nu

det(S1AS) = det(S™') - det A-det § = ﬁ -det A - det S = det A,
€

och vi har bevisat resultatet a).

Skriv
S1AS — X[ =S"1AS — S~ IM\IS = S*I(A —AI)S.

Samma rékning som i a) ger nu att

1
det(STAS — M) = - - det(A — AJ) - det § = det(4 — AJ)

och resultatet i b) &r bevisat.



