Losningsforslag, Matematik 2, B, E, I, IT, M, Media och T, 2002-08-12.

1. Densistaraden dr ndstan lika med den forsta raden med omvént tecken. Om vi dédrfor adderar
den forsta raden till den sista raden far vi en rad med manga nollor som vi kan utveckla ldngs,

3 -1 6 2 3 -1 6 2

-4 8 -5 5 | -4 8 -5 5

4 4 8 6 | 4 4 8 6

-3 0 -6 -2 0 -1 0 0
3 6 2
=(-1)| -4 -5 5
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I denna 3 X 3 -determinant &dr den andra kolonnen nésta lika med tvd ganger den forsta
kolonnen. Med en kolonnoperation kan vi fa en kolonn med manga nollor som vi utvecklar

langs
3 6 2 3 0 2
=(-)|-4 -5 5|=(-1)|-4 3 5
4 8 6 4 0 6
=(-1)-3 e 3:3:6-2-4)=-30

2. a) Jacobimatrisen dr

d d
—(24xy—-1) =—(2+/xy—1 y X

R R R Y
g(y ex—Zy) @(y ex—Zy) y ex—Zy (1 _ 2y)ex—2y

b) Funktionen f har en lokal invers kring punkten (x,y) = (2,1) om Jacobimatrisen J; &r
inverterbar i punkten, d.v.s. om dess determinant &r skild frdn noll. Vi har att

1 2
det]f=’ - ‘:1.(—1)—2-1=—3¢0.

c¢) Denlokalainversens Jacobimatris dr lika med inversen av f:s Jacobimatris i motsvarande

punkt,
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3. a) Vektorerna bildar en ON-bas om de har lingd 1 och &r parvis vinkelrita. Villkoret att u4
och u3 dr vinkelrdta ger att

0=u1-u3=—§-%+a-(—%)—%-(—a):—‘9—*—§a & a=-2
Eftersom u; och u, ska vara vinkelrdta maste gélla att
_ _ 2 2 2\, 1 2\ _2_ 2 _1
0—111'112——g'b—§‘<—§)+§‘(—§)—§—§b (=1 b—§

Med dessa varden pa a och b kontrollerar vi sedan att de 6vriga villkoren &r uppfyllda,
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b) Den sokta transformationsmatrisen C ges som inversen av matrisen med u;, uy och u3
som kolonner,
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Eftersom u;, u, och uz dr en ON-bas dr matrisen som ska inverteras en ON-matris och
dérfor dr inversen lika med transponatet,
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4. De kritiska punkterna fas genom att sédtta f:s partialderivator lika med noll,
12

1+x2

fy =2yarctanx = 0. 2

fl=2x—1+ =0, 1)

Fran (2) fér vi tva fall.

x=0: Ekvation (1) gerossdaatt y*=1 & y==1.

y =0: Ekvation (1) geratt 2x-1=0 & xz%.

Totalt finns alltsd tre kritiska punkter (0,-1), (0,1) och (%, 0).
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De kritiska punkternas karaktir kan vi bestimma med andraderivatorna. Hessianen éar lika

med
) 2xy? 2y
Hf=( e y,;c): (1 +x2)2 1+ x?
7’ 1’ 2
W Y 2 arctanx
1+ x2

och frédn dess egenvirden i de kritiska punkterna kan vi klassificera punkterna.

e Punkten (x,y) = (0,—1). Hessianens vdrde &r

2 =2
H¢(0,-1) = ( 20 )
och dess egenvirden ges av den karakteristiska ekvationen

‘2—)\ -2

— A2 _ _4 = —
S _A‘—/\ 20-4=0 o A=1=x15

Hessianen har ett positivt och ett negativt egenvérde vilket betyder att punkten &r en
sadelpunkt.

e Nasta punkt (x,y) = (0,1). Hessianens védrde &r

Hf(o,l)z( ; é )

och den karakteristiska ekvationen ar

‘2—)\ 2

— A2 _ _4 = —
5 _A‘_/\ 2-4=0 & A=1x15

Bade ett positivt och negativt egenvarde betyder att punkten dr en sadelpunkt.
e Slutligen punkten (x,y) = (%,O) . Hessianen ar

2 0
1) =
Hy(3,0) ( 0 2arctan% )

och har egenvérdena 2 och 2arctan 1 . Eftersom bdda egenvérdena ar postiva dr punkten

ett lokalt minimum.

5. Vi stoppar in punkterna (-1,8), (0,-2), (1,1) och (2,3) i kurvans ekvation y = a(x* — 1) +
b(x-1),

a-0 +b-(-2)= 8

a-(-1)+b-(-1)=-2

a-0 +b-0 =1

a-3 +b-1 = 3
eller i matrisform

0 -2 8
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Genom att vanstermultiplicera bada led med transponatet av vénsterledets koefficientmatris
far vi systemets normalekvation

0 -2 8
0 -1 0 3 -1 -1 |fa\_ ( 0 -1 0 3\ -2
-2 -1 0 1 o of\v) \=2 -1 0 1 1
3 1 3
o 10 4\(a)\_ [ 11 y
4 6 J\b ) \ -11) T
Losningen till detta system ger oss minstakvadrat- y=3x-Ix+1
16sningen. Cramers regel ger
| 11 4 10 4] _5
=211 6 4 6|72 .
b= 10 1 10 4|_ 4 .
4 -11 4 6 2 > X
Den kurva som bést anpassar punkterna i minsta-
kvadratmening &r y = 3(x2-1)—4(x—1) = 2x>~Zx+1.

6. Genom att rita upp de tilldtna punkterna ser vi att omradet y
dr kompakt (slutet och begrénsat). Detta tillsammans med ,
att funktionen f &r kontinuerlig ger att det finns ett storsta \
och minsta varde till f i omradet.

Funktionen antar detta storsta respektive minsta varde i
nagon av foljande punkter

N
7

1. inre kritiska punkter,

2. punkter pd randkurvorna, eller

3. skdrningspunkter mellan randkurvorna.
Vi undersoker dessa tre fall.

1. Ten inre kritisk punkt mdste glla att f; = f; = 0, men eftersom f/ = 2 # 0 saknas
sddana punkter.

2. Vihar tva randkurvor att underscka.
Palinjen y = 4 &ar funktionen f(x,4) = 2x +4 strangt vaxande, vilket betyder att det inte
finns lokala extrempunkter i det inre av linjen.

P& parabeln y = x? &r funktionen lika med f(x,x?) = 2x + x2. Om vi kallar detta uttryck
for g(x) samaste g’(x) =2+2x =0 & x = -1 ienlokal extrempunkt pa parabeln. Detta
svarar mot punkten (x,y) = (-1,1) (som verkligen tillhor omrddet eftersom punkten
ligger mellan skdrningspunkterna i x -led; se punkt 3).

3. Skdrningspunkterna maste uppfylla bdda randkurvornas ekvationer,
y=4

)= xz} o (v, v) = (£2,4).
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Sammanfattningsvis har vi alltsa tre punkter (-1,1), (-2,4) och (2,4) bland vilka f antar
sitt storsta och minsta virde. Eftersom

f(-1,1)=-1, f(-2,4)=0 och f(2,4)=8

dr funktionens storsta viarde 8 och minsta varde —1.
7. Se uppgift 455 i 6vningsboken till Analytiska metoder IL

8.  Forst bestimmer vi en normalvektor till planet. Vi véljer tva punkter R och S pa linjen och
— —
bildar vektorerna PR och PS. Vektorerna PR och PS ér da parallella med planet vilket gor
—_
att deras kryssprodukt n = PR x P$ ér en normalvektor tll planet.

Tar vi tva parametervérden fas

R=(1,-1,0), (svarar mott =0),
5$=(5,2,2), (svararmott=1),

och da ar
ﬁ
PR=R-P= (1/ _1/0) - (3/ 1/2) = (_21 _2/ _2)/
PS=5-P=(522)-(3,12) =@21,0),
— =
n=PRx DS = (2,-4,2).

Om vi kallar den sokta punkten, som ligger narmast Q, for T sa dr vektorn T_Q) parallell med
—

normalen n och vi kan bestimma TQ genom att projicera vektorn PQ pa n.Punkten T':s

koordinater far vi sedan genom att ga fran origo via Q till T,

ﬁ

= PQ ‘n - (41_1/6) : (21 _4/2)

TO = ={PO=Q-P=4,-1,6) = 2,-4,2
P " {Q Q * ')} 22 4 (—4)2 + 22 (2 ~4,2)
8+4+12

= m(Z, -4,2) =(2,-4,2),

—_ = = = =

T=0T=00+QT=00-TQ=(7,0,8) - (2,-4,2) = (5,4, 6).
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9.

Eftersom den sokta linjen gar genom punkten P = (0,0, —1) kan vi parametrisera linjen som

(X, y/ Z) = (Or O/ _1) +t (CY, ,B/ 7/),

dédr v = (a, B,y) édr linjens riktning.

Ytans ekvation kan vi skriva som f(x,y,z) =z-x*—y =0.
Om vi kallar tangeringspunkten for Q = (xo, yo,20) s ska
dels Q ligga pa ytan och darfoér uppfylla ytans ekvation ( 0

Zo = X5 + Yo, 1)
Vf
dels ytans normalriktning Vf i punkten Q vara vinkelrat
mot linjens riktning v, \

VAQ) v =(=2x0,-1,1) - (a,B,7) = —2axo =+ y = 0. (2)

v
P

Punkten Q ska ocksa ligga pa linjen vilket betyder att for ett visst parametervarde t =t ger
linjens parameterekvation punkten Q,

0+ aty = xg, (3)
0+ Bto = Yo, 4
-1+ )/t() = Zp. (5)

Ekvationer (3), (4) och (5) insattai (1) och (2) ger

—1+yty = &’ + Bto, 1)
- 20(21’0 -B+y=0. )

Eftersom vi egentligen bara &r intresserade av att bestimma en linje kan vi prova om ekva-
tionerna (1’) och (2’) har ndgon l6sning for t.ex. @ =1 och § = 0. Ekvationerna blir i detta
fall

t—yto+1=0, 1)
—2tg+y =0. ")

Multiplicera (2”’) med fy och addera (1”),
~£5+1=0 & ty==1.
Om exempelvis to =1 blir (1”) och (2”)

{1—y+1=0

=
I
N

-2+y=0

Ett svar 4r alltsa linjen (x,y,z) = (0,0,-1) +#(1,0,2).

Anm. Givetvis finns det manga andra korrekta svar och allmént kan man visa att en linje
(X, y/ Z) = (0/ 0/ _1) + t(a/ ,B/ ‘)/)

tangerar ytan om och endast om 40 = (B+7)*> #0.
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10. Vektorerna Av och Bv é&r parallella om det finns ett tal A s& att Av = A Bv. Vi kan skriva om
denna likhet genom att flytta 6ver allt i ena ledet,

(A-AB)v = 0. (*)

Detta system har en icke-trivial 16sning v om och endast om det(A — AB) =0, d.vs.

1-27 -1-31 8+24
2 5+21 -7-3A
2-2A 1-6A 10+4A
1-4 —1-34 8+21 utveckla lings den
= 2 5+24 -7-3A = .
tredje raden
0 3 -6
1-A 8424 1-4 -1-3A
=-3- +(-6)-
2 -7-3A 2 5427

=-3-(3A2-23)—6-(-2A2+3A1+7) =312 —-181+27 =0
=3 A =3 (dubbelrot).

Med A =3 gausseliminerar vi systemet (),

2 -10 14 0 gr) D

2 11 -16 0 ~
4 17 2 0

1 5 -7 0

0o 1 -2 0 {_g@ ~

0 3 -6 0

1 0 3 0

o 1 -2 0

0 0 0 0

Fran slutschemat kan vi avldsa losningarna

-3t -3
v=| 2t |=t| 2|, (t parameter).
t 1

Viljer vi t.ex. t =1 far visvaret v = (-3,2,1).



Alternativuppgifter for dldre teknologer

3. Med en partialintegrering kan vi derivera bort logaritmfunktionen

1 1 1 2x 2 (M «x
2 2 1.3 2 1.3 1
1 +1d | i 1 +1 — S _d —_1 2 - = _d
jo‘x n(x )x—[sx n(x )]0 f03x 211 x=3In 3];;:2 1 x
——11n2——2f1(x2—1+—1 )dx——lan—g lx3—x+arctar1x]1 =iln2+4¢-1g
3 3o 2+1 3 3 0 3 9~ 't

3

7. a) Viborjarmed attdelainintervallet [a,b] i n delintervall [x;, x;+1] medlikalangd (b—a)/n .

Xo=4a X1 b 6 S Xn—1 b= Xn

Inom intervallet [x;, x;11] approximerar vildngden av kurvan y = X’
f(x) med lingden av kordan mellan kurvstyckets &ndpunkter.

|
l
|
Langd av kurvstycket mellan x = x; och x = x4 |
|
|
|

~ Langd av linjestycket mellan (x;, f(x;)) och (xi+1, f(Xis1))

= @i~ 32 + (F00) — fxi)? X X

Om vi goér denna approximation i varje delintervall blir kurvans totala lingd L ungefar
lika med

n—-1
L~ ; \/(xiﬂ —xi)? + (f(xi) — f(xi+1))2.

I detta uttryck ar x;.1 — x; = (b —a)/n och differensen f(x;.1) — f(x;) kan skrivas om med
medelviardessatsen till

flxivn) = f(x) = /(&) (xiv1 — x1),

dér x; < &; < xi41 . Detta betyder att summaformeln kan skrivas som

n-1 b—a n-1
L= ;um —x) L+ (FEN? = == ) L+ (FE

i=0

och hér kdnner vi igen summan som en Riemannsumma som konvergerar mot integralen

b
f 1+ (f(x))? dx ndr n — oo,
a
b) Anvinder vi formeln i a-uppgiften fas att baglingden ar

2 2
1+ ) dx ={ ':§X1/2}=f 1+ 3xdx={t=1+3x;dt=3dx; t:1— i}
f(; y ¥y =3 , VT 1 1 2

4 1”/2vzdt:g.g[wz]f”:%(g@_1).



