Losningsforslag, Matematik 2, B och I'T, 2001-12-18.

1. Vid parametervirde ¢t har parameterkurvan 7(t) = (t + 3,1 — 2,12 + 3t°) tan-
gentvektor 7 (t) = (1+ 3t —2t, 2t + 15¢*). Punkten (2,0, 4) svarar mot parame-
tervirdet t = 1 (Vi har att 1 —¢* = 0, sa t = 1 och det foljer da fran ¢ +¢* = 2
att t = 1.) Den sokta tangentvektorn blir ddrmed 7'(1) = (4, -2, 17).

2. Systemet pa matrisform

1 1 2 |a
-2 5 1 |3
2 2 1+alb
Gausseliminering ger
11 2 a
07 5 (2a+3
0 0 a—3lb—2a

Systemet har saledes odndligt manga l6sningar da a —3 = 0 och b —2a = 0, dvs
da a = 3 och b= 6. I det fallet har vi

3
9

11 2
075
0 0 0/0

och fortsatt Gausselimination leder till

OO =
o = O
[esEN [N o)
O~

Systemet dr nu pa trappstegsform och vi kan ldsa av 16sningarna

_12-9¢
T ="
_ 9-5t
7
z =1t.

3. Lat F(z,y) = 32® + xy + y*> + 222 — 2xz. Punkten (1,3,2) ligger pa nivaytan
F(z,y) = 19. Tangentplanet i punkten (1,3,2) har normalvektor

n = grad F'(1,3,2).
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Vi har att
grad F = (6z +y — 22,z + 2y, 4y — 2x),
sa 11 = grad F'(1,3,2) = (5,7,6). Tangentplanets ekvation &r nu:
n-7=1-Tg,
dar 75 = (1, 3,2) och 7 &r en punkt pa planet. Vi far foljdaktligen ekvationen

5a+ Ty + 62 =(5,7,6)-(1,3,2) =5 + 21 + 12 = 38.

Svar: Tangentplanet &r 5x+47y+6z=38.

4. Allmént géller att

(Fy, Fy) = (Fu, F,) (“ “) -

Uy Uy

Da x = 2u — 3v och y = 3u — 6v har vi att

uxuy_xuxv_l_Q—B_l_i—GB_Q—l
vy vy ) \Yu Y/ — \3 —6 T 3\-3 2) \1 &)

Vi far sa
F,=Fu, + F,v, =2F,+ F,
och
2
F, = Fu, + Fo, = —F, — ng.
Sétter vi in utvecklingarna i ekvationen far vi
2 1
Fot Fy= (2= DF,+ (1= DF, = F, +F,

5. Vi dr givna matriserna

1 /1 1 5 3
A:—2<1 _1) ochB:(7 4).
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Observera forst att A bade dr en ON-matris och symmetrisk, det betyder att A =
AT = A~!. Dessutom giller det allmént att (AB)™! = B~'A~! och (BA)T =
AT BT, Alltsa

(AB)"(A+(BA)") = B AT (A+ A"B") =
=B Y (AT A) + B AT (AB") = B + B'B".

Vi har att
1 /4 -3 -4 3
-1 _ o
=5 (5 )= 3)
och
r (57
(3 7)
Det ger att

1 anr [(—4 3 —4 3 5 T\
B +BB_(7 —5)*(7 —5)(3 4)_
B -4 3 n —11 -—16 _ —15 —13
- \7 =5 20 29 )\ 27 24 )
6. For funktionen f(z,y) = 22 + dxy + cy? + x + 2y giller att

fe=2x+4y+1 och fy =42+ 2cy + 2,

sa grad f = (2o + 4y + 1,42 + 2cy + 2). For en stationdr punkt géller att
grad f = (0,0), dvs i vart fall att 2z 4+ 4y + 1 = 0 och 4z + 2cy + 2 = 0. Den
forsta ekvationen ger oss 2x = —1 — 4y, vilket insatt i den andra ekvationen ger
—2—8y+2cy+2=0,dvs (¢c—4)y = 0. Nu antog vi att ¢ # 4 sa vi far y = 0.
Det ger sedan att # = —3. Punkten (—3,0) &r alltsa en stationér punkt for f
oberoende av c¢. Den stationdra punktens karaktér varierar ddremot med ¢, for
att se det sa ridknar vi ut andraderivatorna i punkten. Vi har att

far(—1/2,0) =2, fy,(—1/2,0) =4 och f,,(—1/2,0) = 2c,

88 frr(—1/2,0) £y (=1/2,0) — (fuy(=1/2,0))* = 2 - 2¢ — 4*> = 4¢ — 16. Vi ser
att om ¢ < 4 blir 4¢c — 16 < 0 och vi har en sadelpunkt medan om ¢ > 4 blir
4¢—16 > 0, da dven f,,(—1/2,0) > 0 &r punkten i det fallet en lokal minpunkt.
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7. Vektorerna {fl = (2,1,3),]2 = (4,5,8),fg; = (3,2,5)} ér en bas i R3. Vi vill
hitta koordinaterna med avseende pa den basen for vektorn ¢, som i standard-
basen har utseendet v, = (1,1, 1). Regeln for basbyte séger att v, = Cvy, dar C
ar transformationsmatrisen for basbytet, vilket betyder att C' har f—vektorerna
som kolonnvektorer. Det aterstar att losa ekvationen. Om v:s komponenter i
f—systemet ar Uy = (r, s,t) sa har vi ekvationssystemet

2 4 3 r 1
1 5 2 =11
3 8 5 t 1
Vi loser systemet
2 4 31 1 5 21 1
1 5211 — 12 4 3|11 — 10
3 8 5l1 3 8 5l1 0
1 211 1 0 2|-4 1 0 016
— 10 1 011 — 10 1 0|1 — |0 1 01
0 -7 —11-2 0 0 —1I5 0 0 1/-5

Systemet dr nu pa trappstegsform och vi kan ldsa av 16sningen vy = (r,s,t) =
(6,1,—5).

Ett annat sitt att fa fram o dr att flytta éver C, dvs vy = C~'0,. Vi maste
alltsa forst rikna ut C~! t ex genom att anviinda adjunkter

52 |43 |43
8 5 85 |52
oL 2 23_23_?‘11:1
detC | |35 |35 1 2 v 46
15| |2 4] |2 4
3.8 |38 15
Vilket ger
9 4 -7\ (1 6
=11 1 —-1)(1]=11
-7 -4 6/ \1 -5

8. a) Viska MacLaurinutveckla funktionen

flz,y) = 2tV _ 9sinx — siny — cos(z — 2y)
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till ordning 2. Vi kan anvinda kénda envariabelutvecklingar
t2

et:1+t—0—§+0(t3),

sint =t + O(t*),

t2
cost =1——+ O(t%).

2
Sitt p = /7% + 2.
f(l‘7y):
2z + y)? x — 2y)?
2z +y)? r—2y)?
Y T
1
= S (a® +day +y o —day + %) + O(°) =
5
= 5@ %) +0(p").
b)
: f(z,y) . 5 5
lim = lim —=+40(p) =-.
(2,9)—(0,0) T2 + Y2 (2,9)—(0,0) 2 ('0 ) 2

9. Vi borjar med att skriva den kvadratiska formen
flz,y) =22 + > + 2% — 22y — 222

pa matrisform

e = @)k (1) = ) 210 (1),

1 0 1)\

Diagonalisering av K sker med hjélp av egenvirden. K kan ON-diagonaliseras
eftersom K ar symmetrisk.

2-x -1 -1
1 1=XA 0 == N1=N2= (=121 =N — (=11 -\ =
10 1-2X

=1 =N(2=N1 =X =2) = (1 =1\ =3\,
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10.

2*

7*

sa vi far egenviarden A\; = 1, Ay = 3, A3 = 0(ordningen godtycklig). Med nya
variabler £, 7 och ¢ blir alltsa ekvationen: £2 + 3n? = 8.

a) n+ 1 stycken vektorer vy, ... 7,1 i R™ ar linjart beroende om och endast
om det linjdra homogena systemet

T0L + .+ Ty Upgr =0

har icke-triviala 16sningar. Men detta system &r liggande (fler variabler &n
rader) och har enligt sats 1.3[1], sid 24 i Linjir geometri och algebra, alltid
icke-triviala losningar.

b) For att n — 1 stycken vektorer iy, ...1u, 1 i R" ska spdnna upp hela R"
maste varje system av typen

1311_[1 + ...+ xn_lﬁn_l =d

ha en 16sning. Men detta system dr staende (fler rader &n variabler) och
staende system med allmént hogerled saknar, enligt sats 1.3[2] i Linjér geo-
metri och algebra, 16sningar.

(Anm. sats 1.3 foljer direkt av Gauss-Jordans 16sningsalgoritm.)

Alternativuppgifter

/1 dx _/1 dx _1/1617:5_
2244 +7 ), (x+22+3 3/), (m_w>2+1_
V3

[\/garctan (x—j;ﬂ 1_2 - ?(arctan\/ﬁ — arctan 0) = ?Z _ V3

W =

> e © L dt t 1% > 1
/ e dr = [ v=t } :/ te ' — = l——e‘t] —/ (—=)e tdt =

0 2edr = dt 0 2 0 0 2

t o, 17 t+1 1 11

——et -2 = lim | ——— —(0-2)=0+2-==.

{ 2¢ T 2of ]0 tir?o( 2 ° 2 273

v



