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1. Ortsvektorn for den punkt som ligger narmast origo skall vara vinkelrat
mot linjens riktningsvektor.
Alltsa, 7 = (1,0,2) +t(2,2,1) = (1 + 2t,2t,1 4+ t) skall vara vinkelrdt mot
v =(2,2,1) vilket ger 7-v = (1+2¢,2t,14+1)-(2,2,1) = 2+4t+4t+ 1+t =
3+9t=0.
t = —1/3 ger alltsa ndrmaste punkten.

|Fmin| = [(1/3,-2/3,2/3)] = /(1 +4+4) = 1.

2. Ellipsoiden definieras av ekvationen f(z,y,z) = 222 + 3y* + 422 — 15 = 0.
En normalvektor till ellipsoidens tangentplan i punkten (—2,—1,1) ges av
gradf(—2,—1,1).
gradf(z,y,2) = (fa, [y, [2) = (42, 6y, 82).
gradf(—2,—1,1) = (=8, —6, 8). VAlj normalvektorn n = (—4, —3,4).
Tangentplanets ekvation i punkten a = (—2. — 1, 1) ar alltsa
n-(r—a)=0dvs (—4,-3,4) - ((z,y,2) — (2. — 1,1)) =
(—4,-3,4)- (z+2,y+1,z—1)=—4x —8—-3y—3+4z—4=0e¢eller:
—4r — 3y + 4z = 15.

3. Den kvadratiska formen 222 — 2v/2y + 3y? kan skrivas 7 Qz, dér
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vilket betyder att kurvan 222 — 2v/2y + 3y = 3 kan skrivas
4€% + n? = 3, vilket ar en ellips eftersom bada egenvirdena ar positiva.



4. Bestam A:s invers med Gauss-Jordans metod:

3 1 1|100 1 00]0O0°1 1 00/00 1
-1 01]010 -1 0 1]0 10 00 1|01 1
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5. Sitt F(z,y,2) =x+2y+e*, G(z,y,2) =2* + 3y> + >,
Enligt Implicita funktionssatsen galler att om

J(F,G
(F, )(0, 0,0)| # 0 sa definierar ekvationssystemet
d(zx, z)
F =1
(z,9,2) x och z som funktioner av y i en omgivning av punkten(0, 0, 0)
G(z,y,2) =1
Notera att (z,y, z) = (0,0,0) uppfyller bade F' =1 och G = 1.
Man far
oF,G) (F, F.\ _ 1 e och
oz,z) \G. G.)  \2x 2e*
J(F, Q) 11
0,0,0)| = = 2 0.
e 9000 =) y

Alltsa definierar ekvationerna funktioner z(y) och z(y) enligt ovanstaende.

6. Om u =2z — 3y, v =3x+ 2y sa giller

0: _0:0u 0:0v 0= 0s
dr  Oudr Jvdxr  Ou ov ¢
0: _0zou 0:00 0= 0
dy Oudy Ovwdy Ou v

Vidare derivering ger:
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Darav erhalles: 922 + (9—y2 = 13@ + 13@
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Oudv och ovou

antas har vara lika.

Anm: De blandade derivatorna

7. Punkterna (0,3),(1,1) och (2,0) skall anpassas till en kurva av typ
ax + bf(z) = y dar funktionen f uppfyller f(0) =4, f(1) =2, f(2) = 1.

Man far:
0+4b=3 0 4 a 3
a+2b=1 eller 1 2 (b) = 1
2a +b=10 1 0

Normalekvationerna blir:
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Losning med Cramers regel ger  ( Det =5-21 —4-4 =105 — 16 = 89).
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8. Problemet innebér att funktionen V' = 8xyz (= volymen) skall maximeras
under bivillkoret ¢ = 22 + y? + 222 — 6 = 0. Vi antar att punkten (z,y, 2)
ar den av ellipsoidens horn som ligger i forsta oktanten, dvs uppfyller
x>0, y >0, z> 0. Ladans kanter har alltsa lingderna 2z, 2y eller 2z.
(Om nagon koordinat &r = 0 , blir V' = 0, vilket inte kan vara maximum.)
Villkoret gradV = A gradg ger tillsammans med bivillkoret g = 0 de fyra
ekvationerna:

(1) 8yz=2\x
(2) 8zz=2\y
(3) 8zxy =4X\z
(4) 2 +y*+222-6=0.
8 8 8
(1), (2) och (3) ger 2X\ = vz _ otz _ oty (observera att z,y, z antas > 0
T Y z

och kan forkortas bort i ekvationerna).

Man far:  y? =22, dvs y = x och 222 = 22, dvs z = v/22.

Detta insatt i bivillkoret ger 22+ 22+2-(2%/2) =6, 32°=6, z=y=+2
och z = 1.

Berékningarna ger en unik 16sning for fallet x,y, z > 0, vilket maste svara
mot ett globalt maximum da V' > 0 inuti och = 0 pa randen av forsta
oktanten och eftersom V' ar kontinuerlig och deriverbar.

Den maximala volymen V., = V(\/i7 V2, 1) = 8 -2 = 16 volymsenheter.

9. Ekvationerna
(1) 2zr+y—42=1 och
(2) x+3y—2z = 0 svarar mot tva plan som inte har samma normalriktning.
De maste alltsa ha en skérningslinje L, dvs ekvationerna (1) och(2) har
odndligt manga 16sningar,
Som ekvation (3) kan man darfor ta vilken som helst
linjarkombination av ekvationerna (1) och(2) (av typ a(VL); + 8(V L)y =
a(HL), + (HL)y.), exempelvis summan: (3) 3z +4y — 6z = 1.
Ekvationssystemet (1), (2) och (3) ar alltsa exempel pa ett system med
oandligt manga 16sningar. Om man fordndrar konstanten i hogerledet i (3)
far man ett nytt plan med samma normalriktning.
Tag exempelvis planet
(4) 3z+4y—6z=0. Detta nya plan &r parallellt med planet (3) och
har alltsa inga punkter gemensamma med detta plan och ddrmed inte heller
med skdrningslinjen L. Ekvationssystemet (1), (2) och (4) &r alltsa exempel
pa ett system utan losningar.



10a. Antag att AB = A och Av = Av (A och B nxn-matriser), dar A # 0.
Da géller BAv = B(Av) = B(\v) = ABU.
Men eftersom BA = A har vi ocksa:
BAv = Av = ).
Alltsa galler A\Bv = Av. Och eftersom A # 0 drar man slutsatsen
Bv = v, dvs v ar egenvektor till B svarande mot egenvardet A =1
VSV.

10b. Antag att B har en konstant radsumma = 1, dvs Z Bj, = 1,for varje
k=1
rad . (Den summerade raden ér j:e raden: By, ..., Bj,.)
Antag att A:s rader alla ar identiska: Aji, ..., Ak, ..., Ajn = a1, ..., ak, ..., Gy
Vi bildar produkten BA :

B11 Blk Bln ay ... Q ... Qp
BA = le Bjk Bjn a ... Q ... Qp
B,y ... By .. B, ay ... Qg ... Gy

Den allménna produktkomponenten(BA),;, blir da (j:e raden i B ganger k:e
kolumnen i A) :

(BA)Jk = leak + ...+ Bjkak + ...+ Bjnak = (Z Bjk)ak = ar = Ajk,
j=1

eftersom Z Bj; =1 och A:s jk-komponent, Aj, = ak.
j=1

Man far alltsa BA= A, VSV.



