Matematiska Institutionen

KTH

Losningar till nagra grupptal infér lappskrivning 4 IT ht05.

1. Betrakta en grupp G med multiplikationstabellen:

(a)
(b)
()

ola b ¢ d f g h k
ala b ¢ d f g h k
blb ¢ d a g h k f
cle d a b h k f g
dld a b ¢ k f g h.
flf g h k a b ¢ d
glg h kK f b ¢ d a
hih kE f g c¢c d a b
k\k f g h d a c b

Ar gruppen abelsk?

Losning: Ja, ty tabellen &r symmetrisk kring den sa kallade huvudaxeln.

Bestam identitetselement och bestdm inverser till alla element.

Losning: I tabellen syns att ax = x for alla x. Alltsa maste a vara ett identitetselement.

Bestdm alla element som har ordning 2.

Losning: Vi inspekterar alla produkter = oz i tabellen. Vi finner att endast elementen
¢, f och h uppfyller x # a men z ox = a. Sa

SVAR: Elemeneten ¢, f och h.
Finns det nagot element som genererar hela gruppen, dvs finns det nagot element = sa
att varje element y i G kan skrivas y = z* for nagot heltal k.

Losning: Vi inspekterar alla element ¢ {a, ¢, f, h}, ty dessa element har ordning ett
eller ordning tva, och alla potenser z*, for k = 1,2,...,8, i tabellen. Vi finner att de
ovriga elementen har ordning 4. Sa

SVAR: Inget element genererar hela gruppen

Bersikna abedef, ac™'d?cd=! och f3g.

SVAR: Forlat men e finns inte med s& vi berdknar abedf = bedf = ddf = cf = h,
Gruppen &r abelsk s ac™'d?cd™! = acc™'ddd™' = aada = d och d& ff = a si giller

fP9=fffg=afg=fg=0.

2. Skriv upp multiplikationstabellen till gruppen < Z7\{0}, - >. Bestdm ocksa samtliga element
x i denna grupp sddana att 23 = 1.

Losning:
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Vi kontrollerar element for element om nagon 3-potens blir 1.
1-1-1=1,



2.2.2=2.4=1,
3.3.3=2.3=6,
4-4-4=2-4=1,
55-5=5-4=6,
6-6-6=1-6=6.
S4

SVAR: elementen z = 1,2 eller 4.

. Gar foljande tabell att komplettera sa att det blir multiplikationstabellen till en grupp?
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Nagot element x maste uppfylla co x = f. Enda mojliga element dr z = d, ty x = ¢ &r
uteslutet da boc = f och x = f uteslutet da c¢ ej ar identitetselementet. Vi har nu tabellen

ola b ¢ d f
ala b ¢ d f
b|b a f ¢ d
cle d f '
d|d f

flr e

Maste finnas ett ¢ i sista kolonnen och ett d i ndst nést sista kolonnen. Men inget ytterligare
c i sista raden resp nést nst sista raden och inget d i nést sista och nést nést sista raden ger
nu tabellen

ola b ¢ d f
ala b ¢ d f
blb a f ¢ d
clec d f
dld f c
Flf e d

Aterstar att fylla i med a och b. Kalla det ena av elementen for = och det andra fér y och
antag att coc = z. Vi far da foljande tabeller, om varje rad resp kolonnskall innehalla verje
element precis en gang:

ola b ¢ d f ola b ¢ d f ola b ¢ d f
ala b ¢ d f ala b ¢ d f ala b ¢ d f
blb a f ¢ d b|b a f ¢ d blb a f ¢ d
cle d x f cle d x f y cle d x f y
dld f c dld f y x c dld f vy x ¢
flf e d flf e d flf e dy x




Alltsa tva mojliga tabeller.

ola b ¢ d f ola b ¢ d f
ala b ¢ d f ala b ¢ d f
b|lb a f ¢ d blb a f ¢ d
cle d a f b TPl d b f a
dld f b a c dld f a b ¢
flf ¢ d b a flf ¢ d a b

Den sista tabellen kan vi utesluta som en mojlighet eftersom d o ¢ = a som &r identitet och
alltsd d—! = ¢, vilket ju inte gar ihop med att cod = f, eftersom x~! o x = a skall gilla for
alla z.

Den forsta tabellen ger en operation som &r sluten, finns en identitet och varje element har
en invers. Men ej sikert &r att associativa lagen &r uppfylld, dvs vi maste undersoka om
(xoy)oz==xo(yoz) forallax,yoch z.

Vi undersdker nu detta: (boc)od = fod=">b, men bo(cod) =bo f =d. Vi hade tur, redan
var forsta kontroll visar att tabellen inte uppfyller associativa lagen.

. Bestdm ordningen av samtliga element i < Zg, + >.

Losning: Elementet 0 &r identitets element. Elementen 1, 1+ 10, 1+1+1#0, ...,1 +
1+14+1+1+141#0,14+1+1414+1+1+141=0 ger att 1 har ordning 8. 2+ 2 = 4,
24242=6,242+2+4+2=0 ger att 2 har ordning 4, Osv pa samma sitt far man

SVAR: 1 har ordning 8
2 har ordning 4
3 har ordning 8
4 har ordning 2
5 har ordning 8
6 har ordning 4
7 har ordning 8

. Kompletera foljande tabell sa att det blir en multiplikationstabell till en grupp.

ola b ¢ d f
ala b c
b c f a
cle d a
d a  c
f b

Losning: Forst observerar vi att @ o b = b vilket ger att a &r identitetselementet. Alltsa
maste foljande tabell gilla

ola b d f
ala b d f
bl|b c f a
cle d a
d|d a c
Fr b

Vi fyller nu i elementen i tur och ordning. Vi utnyttjar att varje rad resp kolumn innehaller



varje element i gruppen precis en gang. Ordingen i vilket vi fyller i elementen anges av index.

ola b ¢ d f
ala b ¢ d f
blb ¢ di f a
cle d fo a by’
d|d f5 a b@ C
flf ar b cg dy

6. Givet en grupp G. Visa att for varje par av element = och y i G géller att 2 och yaxy~' har
samma ordning.

Losning: Lat z = yay~ ' och antag ordningen av x &r k och ordningen av z ar h. Lat e

beteckna gruppens identitetselement. Da géller att

1

2P = ymyilyzyflyxy* e 1 -1

yry ' =yatyT =gy =
Eftersom ordningen av elementet z #r det minsta heltal h sidant att 2" = e sa méste orningen
av z vara mindre &n k, dvs h < k.

Vi finner ocksa att

1

z=yry ' = ylay=ylyzyly, dvs ylzy=uz.

Da géller att
" = yilzyyflzy .. .yilzy =y Zy=y y=e.
Alltsa maste ordningen av x vara hogst h, dvs k < h.

Enda mojligheten for att bade h < k och k < h skall giilla &r att h = k.



