Matematiska Institutionen
KTH

Nagra grupptal infér lappskrivning 5 IT ht05.

1. Betrakta foljande abstrakt definierade multiplikationstabell till en grupp G:

ola b ¢ d f g
ala b ¢ d f g
blb a f g ¢ d
cle f d a g b.
dld g a ¢ b f
flf ¢ g b d a
glg d b f a c

(a) Bestédm alla cykliska delgrupper till denna grupp. Ange ocksa elementens ordningar.
Losning: Ur tabellen framgar att a dr gruppens identitetselemenrt eftersom ax = =
for alla x i G. For varje element x € G bestammer vi den cykliska grupp som genereras
av x, dvs mingden

<x>={x2% 2% .. . 2" =a}
dér k &r det forsta, och minsta positiva, heltal for vilket 2% = a.
<a>={a' = a},
<b>={bb?=a},
<c>={c,?=d,c®=a},
<d>={d,d* =c,d® = a},
<P>={ffP=d [P =bft=c [ =g f5=a},
<g>={9,9°=¢9"=0b,9"=d,9° = f,¢° = a}
(b) Ar gruppen sjilv cyklisk.
Losning: Ja eftersom

G={ab,cd, f.g} ={f.dbc,ga} ={f [P =d [P =bf'=c [P=g [ =a}=<[>.

(c) Bestdm samtliga sidoklasser till delgruppen H = {a, b}.
Losning: Vi bestammer méngderna H, Hb, He, Hd, Hf och Hg. Vi far att
H = Hb = {ab,bb} = {b,a}
He={ac,bc} ={c,f}=Hf
Hd = {ad,bd} = {d,g} = Hg.
2. Visa att gruppen ovan &r isomorf med grupperna (Zs, +) och (Z7 \ {0}, -).

Losning: Vi konstaterar att alla tre grupperna dr cykliska med lika manga element.
(Zs,+) =<1> och (Z7\{0},")=<3>.

I sa fall finns ett standardséitt att konstruera en isomorfi, nimligen vi later genratorer av-
bildas pa generatorer och potenser av dessa pa varandra:

Omn=|<g>|=]|<h>|sager avbildningen

o(g") =h*, for k=1,2,....n



en isomorfi mellan grupperna.

x o(x) ¥(x)
f 1 3
f?=d 1+1=2 32=2
=0 1+1+1=3 33 =6
frf=c 1+14+1+1=4 3t =4
fP=g| 14+1+141+1=5 |3 =
fOf=a|l+1+14+1+1+1=63%=

3. Kan en grupp som inte &r abelsk vara cyklisk?

Losning: Nej eftersom varje cyklisk grupp ér abelsk, ndmligen om elementet g genererar
den cykliska gruppen sa géller

4. Kan en grupp som &r abelsk vara isomorf med en grupp som inte &r abelsk?

Losning: Nej. Antag ¢ betecknar en isomorfi fran en icke abelsk grupp G till en grupp H.
Antag att ab # ba for nagra element a,b € G. Da géller ju for isomorfin ¢ att

@(a)p(b) = p(ab) # ¢(ba) = @(b)p(a),

dvs elementen ¢(a), p(b) € H kommuterar inte med varandra och H kan inte vara abelsk.

5. Gruppen G =< Zy7 \ {0}, > &r cyklisk.

(a)

Bestédm tre olika generatorer till G.

Losning: Antalet element i G &r 16. Vi far prova oss fram i sdkandet efter ett element
som har ordning 16. Vi vet att for varje element g € G sa giller att ordningen delar
talet 16, sa ordningen kan endast vara nagot av talen 1, 2, 4, 8 eller 16.

Testar elementet 2. 22 =4 # 1 0och 24 =16 = —154 28 = 2.2 = (—1)2 = 1 och alltsa
ordningen av tva &r 8.

Testar elementet 3.32 =9 # 1och 3t = (—4)sa 3% =331 = (—4)(—4) =16 = -1 # 1
sa enda mojligheten &r att elementet 3 har ordning 16.

For att bestdmma fler generatorer undersoker vi nu potenser av elementet 3. Vi visar
nu att 3% = 9 ocksa genererar G. Att (3%)* = 1 &r detsamma som att 3%% = 1 = 3716
eller att 3k = n16. Detta ger att 16 delar talet k. Alltsd maste 3% ha ordningen 16. P4
samma s#tt har elementet 3° ordningen 16.

Los ekvationerna z* = 1, % = 1 och 2% = 1 i denna grupp G.

Losning: Varje element &r en potens av 3. Sa vi kan anta att en 16sning till respektive
ekvation kan skrivas x = 3Y.

Dé ger ekvationen % = 1 oss ekvationen (3Y)* = 3% = 1 dvs, som ovan att 4y = nl16
varur vi far att y = n4. Sa x = 3%,3%,3'2, 316, P4 samma sitt loser man de andra
ekvationerna: 5y = nl6 ger att 16 delar y dvs x = 1 resp 6y = 16 eller att 8 delar talet
Y.

Svar: z* = 1 har rétterna = = 34, 3%, 312, 316,

2® =1 har rétterna = = 1.

2% = 1 har r6tterna z = 3%, 316,



(¢) Bestdm en delgrupp H till G med atta element och ange ocksa alla sidoklasser till H i
G.

Losning: Den cykliska delgruppen
H=<3*>={3%(3%)%(3%)%...,(3%)%)}

har atta element med sidoklasserna
H=<3%>={3%(3%)%,(3%3,...,(3%)%}

och
H3 = {3>F, 34 300 316+ — 3}

6. Gruppen H ar en delgrupp till en grupp G. Antag H bestar av 13 element och det finns 7
sidoklasser till H i G.
(a) Hur manga element bestar da G av.

Losning: Varje element tillhor en sidoklass, sidoklasserna &ér antingen disjunkta eller
identiska och lika stora. Detta ger att antalet element G &r 7-13 = 91.

(b) Ge exempel pa en grupp G med en delgrupp H som uppfyller dessa forutsittningar.
Lésning: Vi tar G = (Zg1, +) med delgruppen

H =1{0,7,14,21,35,...,84}.

7. Visa att (Z19,+) dr isomorf med (Za,+) x (Z5,+).

Lésning: Gruppen (Z19,+) ér cyklisk och genereras av elementet 1. Ocksa gruppen
(Z2,+) x (Zs,4) ={(n,m) | n € (Z2,+), m € (Zs5,+)}

#r cyklisk och genereras av elementet (1,1). For cykliska grupper géller att cykliska grupper
med samma antal element alltid &dr isomorfa

<g>~<h> om |<g>|=|<h>]|
Isomorfin ges da av p(g*) = p(h¥) for k =1,2,3,....n,dirn=|<g>|=|<h>|.

8. Lat m(2,4,5) beteckna det minsta antal element en grupp G maste ha for att innehalla
element av ordningarna 2, 4 och 5. Bestdm m(2,4,5) och bestdm en grupp G med m(2,4,5)
stycken element.

Losning: Ordningten av ett element delar alltid antalet element i gruppen. Alltsa géller att
21|G|, 41 |G| och 5] |G|. Det minsta mojliga antalet element i G &r alltsa 20.

Betrakta nu (Zag,+) som &r cyklisk och innehéaller 20 element. For elementet 10 i denna
grupp géller att 10 + 10 = 0 och alltsa har detta element ordningen 2. Vi ser ocksa att
elementet 5 har ordningen 4 och elementet 4 har ordning 5, eftersom n = 4 &r det minsta
tal for vilket n5 = 0 och n = 5 dr det minsta tal for vilket n4 = 0.

9. Elementen a och b i den abelska gruppen G har ordningarna o(a) respektive o (b).

(a) Bestdm ordningen av a ob om o(a) =2 och o(b) = 2.
Losning: Lat 1 beteckna gruppens identitetselement. Eftersom gruppen ér kommutativ
sa giller
(aob)o(aob)=(aoca)o(bob)=101=1
Alltsa har elementet (a o b) en ordning som delar talet 2. Fallet ordningen &r lika med

ett intriiffar endast om (aob) = 1, dvs di b = o~ 1. For 6vrigt maste ordningen vara
tva.



(b) Bestim ordningen av aob om o(a) =5 och o(b) = 7.
Losning: Gruppen ar abelsk ger att

(aob)35 _ a35 Ob35 _ (a5)7 o (b7)5 — 17 ° 15 =1.

Vi vet fran en forelisning att da giiller att o(a o b) | 35. Tre mojligheter: o(aob) = 7,
o(aob) =5 eller o(aob)=35. Vi finner att

(aob)® =a’ob® =10b"=0" #1
och att
(aob) =a"ob" =a"0l=a" #1.
Enda aterstaende mojligheten &r alltsa att o(a o b) = 35.
10. Visa att om H och K &r delgrupper till samma grupp G sa kommer dven H N K att vara

en delgrupp till G.

Losning: G:s identitet finns i bade H och K eftersom dessa dr delgrupper till G och finns
salunda i H N K.

Méngden H N K &r sluten eftersom

hEeHAK = h,kEH} hokec H

hke K hokeK};‘hOkeH”K

Invers finns till varje element i H N K med liknande motivering

-1
he HNK = hEH} h— el

heK h—leK}ihleHmK

Associativa lagen giller allmént i G och dérfor speciellt ocksa i H N K.



