LEKTION 03-31

Definition 0.1. Lat A och B vara tva mangder. En funktion fran A till B ar en regler
som till varje element a € A ordnar precis ett element f(a) =b € B.
Vi anvéander den foljande terminologi:

e f(a) kallas funktionens virde i a.

e A kallas den definitionsmangden.

o V; ={be Blb= f(a) for nagot a € A} C B kallas virdemdngden.
o I'y ={(a, f(a)la € A} C A x B kallas grafen av f

Notera att om A, B ar éndliga méngder, kan man bilda en bipartit graf Gy = (V, E)
fran f, genom att definera:
o V=ViuV,, darV; = A, Vo, = Dy.
o E={af(a)} Sa|E|= [Ty

Exempel
e Betrakta funktionen f : Z,, — Z,, f([z]) = f([z + 1]).
— V= L.
- I'y={([n],[n+1])} C Z,, X Zy, Rita grafen!
e Reglen f(z) =y , dir 22 + y? = 0 inte definerar en funktion.
e Betrakta funktionen f :R" — R defineras av f(z) = /x.
— Vi ={y € Rsa att y = /z for nagotz € Rt} = R*.
- Ty ={(z,v/z)} CR" x R" &r en kurva.
e Funktionen idy : A — A, defineras av f(a) = a kallas identitets funktionen av A.
~ Via, = A
— I, = {(a,a)} kallas diagonal av A x A.

Om |A| =n och |B| = m det finns m" funktioner fran A till B.

For att bilda en funktion f fran A till B vi ska ordna precis ett element i B till varje
element i A. Om A = {ay,...,as}, definerar f en sekvens (f(a1),..., f(an)) € B X ... x B
(n ganger). Det betyder att det finns |B x ... x B| = m™ manga funktioner.

Definition 0.2. Lat f : A — B och g : B — C vara funktioner. Den sammansatta
funktionen ar:
gof:A— C och defineras av (go f)(a) = g(f(a))
Notera att ordning ar viktig. Betrakta funktioner:

e :R—-R, sin(x) :R—R
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Funktionen e* o sin(*) = €™ : R — R har virde ¢*™™ = 1i 2 = 7, men funktionen
sin(x) oe* = sin(e*) :: R — R har vérde sin(e™) # 11z = w. Vi séger att tva funktioner
f,g: A— Birlika, f =g, om f(a) = g(a) for varje a € A. Sa

e* o sin(*) # sin(x) o e*
Definition 0.3. Lat f: A — B vara en funktion. Den kallas injektiv om

flar) = f(a2) = a1 = ay
Det betyder att for varje b € B det finns higst en a € A sadan att f(a) = b.

Ezrempel
e Funktionen f : R — R" som defineras av f(z) = x? ar inte injectiv. Vi ser att

£(2) = f(=2), men 2 # —2.
e Funktionen f : R — R som defineras av f(z) = z + 1 dr injektiv. Vi ser att
fla)=f(b) = a+1=b+1=a=0.
Lat f : A — B vara en injektiv funktion, dir |A| = n och |B| = m. Enligt definition
man naste ha att:
f injective = n <m
For att bilda en injektiva funktion fan A till B ska man valja n element i B, utan
upprepning och med ordning. Sa det finns (m%'n), manga injektiva funktioner fran A till
B.

Definition 0.4. En funktion f : A — B kallas surjektiv om D; = B. Det betyder att
varje element b € B ar viarde av funktionen i nagon a € A.

En funktion som ar injektiv och surjectiv kallas bijektiv. Om f ar bijektiv sa ar varje
element b € B virde av funktionen i precis en element a € A.

Notera att om en function f : A — B, dir |A| = n och |B| = m, ar surjektive da &r
n > m. Vi har att:
Antalet surjektiva funktioner fran A till B dr:

m
>0ty ) om =
k=0 k

Vi ska visa denna formula bara for ett exempel:

Séatt A = {1,2, 3,4}, B = {by, b, b3}, hur mianga funktioner som ar surjektiva kan man
definera?

Vi har 42 funktioner totalt. Om vi bestimmer antalet funktioner som inte ir surjektiva
kan vi dra det bort frand® och fa svaret. Antag att Dy # {z,w,y,z} och sitt A; =
{f sa att b; ¢ Dp}. Antalet funktioner som inte ar surjektiva ar lika med |A; U Ay U Aj|.

Enligt inklusions-eklusions principen éar:

|A1 U A U As| = |A1] + |Ao] + | 43| — |A1 N Ay — |A1 N Az — |Ay N As| + | A N Az N As
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Man kan se att |A4;] = (2)* efetersom vi ska berikna funktioner fran A till B\ {b;}. Pa
samma sitt dr [A4; N A;| = (1)* och A2 N A3 N A] = 0. Vi har alttsa att:

A1 U Ay U Ag| = 3(2)* — 3(1)* = @ (m—1)" — @ (m—2)"

och svaret ar:

e (i (= - Q- (o

Hur nanga bijektiva funktioner fran A till B finns det? Om f : A — B ar injektiv
(bijektiv+surjektiv) da &r
Al = |B]
Antag att |A| = n. Varje permutation av elementen i A ger en bijektiv funktion. Det
finns alltsa n! injektiva funktioner fran A till B.

Om |A| = n,|B| = m vi har att:

antalet funktioner fran A till B m"
antalet injektiva funktioner fran A till B Tn ,
antalet surjektiva funktioner fran A till B | Y " ( (ZL)
antalet bijektiva funktioner fran A till B

Antag att funktionen f : A — B ir injektiv d& kan man definera en funktion f~' :
B — A genom
f7H(0) = a dér f(a) =
Den kallas den inversa funktionen. Man ser att fo f! =idg och f'o f=1idy
Ibland séger man att en funktion f : A — B ar inverterbar, dvs att den har en invers
funktion, om och endast om det finns en funktion g : B — A sadan att:

fog=1idg ochgof=1idy

Ezempel Vi har visat att funktionen f : Z — Z som defineras av f(z) = x + 1 &r injektiv.
Inversen defineras av f~!(y) =z dir f(z) =z +1=y. Sz =y — 1.

En funktion fran A till B karaketerseras av grafen I'y, som ar en delméngd av A x B
dér varje element dr av formen (a, f(a)).

Vi ska generalisera definitionen av funktionen genom att betrakta varje delméngd.

Definition 0.5. En relation R mellan A och B ér en delméangd av R C A x B. Ofta
skriver man aRb for (a,b) € R och a Rb for (a,b) ¢ R. Om A = B relationen kallas en
binar relation.

Ezempel Betrakta mangden A = {2,3,4,5,6,7}. Vi definera en relation genom
aRb <> alb
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Vi ser att R = {(2,2),(2,4), (2,6), (3,3), (3,6), (4,4), (5,5), (6,6), (7,7)}.
Definition 0.6. Lat R vara en binér relation pa A.
e Den kallas riflexiv om diagonalen I';;, C R, dvs
aRa forallaa € A
e Den kallas symmetrisk om
aRb = bRa
e Den kallas antisymmetrisk om
aRb och bRa = a =10
e Den kallas transitiv om
aRb och bRc = aRc

e Den kallas en partiell ordning om den ar reflexiv, antisimmetrisk och transitiv.
e En partiell ordning R kallas en total partiell ordning om for alla a,b giller
nagon av:

aRb och bRa
e Den kallas en ekvivalensrelation om den ar reflexiv, simmetrisk och transitiv.

Ezrempel
e Betrakta den foljande bindra relationen pa R
TRy<=x<y

Den ar en total partiell ordning.
Om vi definera » med z < y den blir inte reflexiv.
e Betrakta den foljande bindra relationen pa Z™

TRy <= zly

Den é&r en partiell ordning, INTE total!
e Betrakta den foljande bindra relationen pa Z

TRy<=zx=,y
Den ar en ekvivalensrelation.
Om R ar en ekvalensrelation pa A, kan man definera ekvivalensklassen:
[z]r = {a € A sadan att zRa}

Man kan visa att for varje ekvivalensrelation R pa A utgor ekvivalensklasserna en partition
av A.

Definition 0.7. Lat n = {1,2,...,n} och lat A vara en mingd. Vi siger att:
e A dr dndlig och har kardinalitet n, |A| = n om det finns e bijektion fran A till n.
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e A ir oandlig om det inte finns nagon n sadan att det finns en bijektion fran A till
n.
e A ar upprékneligt odndlig om det finns en bijektion mellan A och N.

Ezrempel
e 7 ar upprakneligt oandlig. Betrakta bijetktionen:

ntl  f5r udda n
o) =

2
=*  for jamna n

2

OVNING

(1) Satt A ={1,2,3,4,5}, B = {z,w,y,z} oxh A; ={2,3,5}. Lat g : A, — B vara
en funktion.
e Pa hur manga sitt kan g utvidgas till en funktion fran A till B?
e Hur manga funktioner fran A till B finns det?
e Hur manga injektiva funktioner fran A till B finns det?
e Hur manga surjektiva funktioner fran A till B finns det?
e Hur manga bijektiva funktioner fran A till B finns det?
(2) Visa att (go f)oh =go (foh).
(3) (Tentamen 20030820) Definira funktionen f : Z — Z genom:

fz) = 2z for udda z
“ | 2¢+1 fOr jimna x

Ar f injektiv, surjektiv, bjektiv?
(4) Lat A, B vara tva &ndliga mingder med samma kardinatiteten. Visa att en funk-
tion fran A till B ar injektiv om och endast om den ar surjektiv. Forklara att det

foljer att:

> -1 (1) = b7 =

k
k=0

(5) Visa att for varje ekvivalensrelation R pa A utgdr ekvivalensklasserna en partition

av A.



