LEKTION 04-26

Idag definierar vi nagra algebraiska strukturen: Grupper, Ringer och kropp.
De alla bestar av en mangd med en bindra operation som motsvarar nagra egen-
skaper.

Definition 0.1. Lat A vara en méngd. En binar operation % pa A ér en funktion:
x: AXxA— A

Ezempel:

o + i ZXL—ZL.
e Lat My (R) vara mingden av n x n matriser med reella koefficienter. Matris
multiplikationen definierar en binira operation.

e Additionen och multiplikationen modulo n definierar bindra operationer pa

L.
+,. Ly X Loyy — Loy,
e Divisionen INTE definierar en binar operation pa Z.
e Lat S(A) ={f: A — Asa att f &r surjektiv}. Sammanséttning
0:S5(A) x S(A) — S(A)
definierar en binar operation. Vi ska visa att o definiera en binir operation
pa S(A), dvs att sammanséttning av tva surjektiva funktioner ar surjektiva.
Lat f, g vara tva surjektiva funktioner och betrakta a € A. Vi ska visa att
det finns b € A sa att f(g(b)) = a. Eftersom f,g ar surjektiva finns det
c€ Asaatt a= f(c) och b€ Asa att c= g(b).
Det f6ljer att o definierar en binér operation pa S(A).

Definition 0.2. En grupp definieras som ett par (G, *) dir G ar en méngd och x*
ar en bindr operation med foljande tre egenskaper:

(G1) Operationen dr associativ:
(a*b) *x c=ax* (bxc) for varje a,b,c € G
(G2) Det finns ett noll element:
det finns ett element 0 € G sa att 0 x g = g*x 0 = g for varje g € G
(G3) varje element har en invers:

for varje element g € G det finns ett element ¢’ € Gsd att gx g =¢' g =10
Exempel:
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(Z,+) ér en grupp. (Z,-) INTE ar en grupp. Lat Q* = Q\ {0}, da ar (Q*,-)
en grupp. Ar (Z*,+) en grupp?

(Mg (R),-) &r en grupp. Noll elementet dr den identitet matrisen, I, och
inversen av en matris, M, ir den inversmatris M 1.

(Zn,+) ar en grupp. Noll element &r klassen [0] och invers av element [z] &r
klassen [n — z].

Betrakta nu Z, med multiplikationen. Ar den en grupp? Man kan hytta
en nollelement, ndmlingen [1]. Men man kan hytta en invers bara till invert-
erbara element, d.v.s [a] € Z, dar ged(a,n) = 1.

Man ser att alla element blir inverterbara nar n ar ett primtal. Dessutom
vi ska ta borta element [0], den har ingen invers. Lat Z; = Z, \ {0}, d& ar
(Z},,-) en grupp for varje primtal p.

Betrakta méngden S(A) med den sammanséttning operationen. (G1) géller.
Identitet funktionen id4 dr en noll-element, da géiller (G2). Finns det en
inversfunktion till alla funktioner?

Vi har tidigare visat att bara injektiva funktioner har en invers. Det
betyder att (S(A), o) &r inte en grupp.

Kan vi definiera en grupp genom att betrakta en delméngd av F'(A4)?

Lat B(A) = {f : A — A s att f &r bijektiv}. Ar o en biniir operation
pa I(A)? Vi ska visa att sammanséittningen at tva injektiva funktioner ar
fortforande injektiv. Anta att f, g dr injektiva och att f o g(a) = f o g(b).
Det betyder att f(g(a)) = f(g(b)) och da, eftersom f ar injektiv, g(a) = g(b).
Men ¢ ar ocksa injektiv sa att a = g.

Det foljer att (B(A), o) &r en grupp.

Definition 0.3. En grupp (G, x) kallas en abelska grupp om operationen ar kom-
mutativ, dvs

(G4) axb=0bxaforallaa,be G

Ezempel.

(Z,+),(QF,-) ar abelska grupper.
(Mg (R),-) INTE &r en abelsk grupp.
(Z,,+) ar en abelsk grupp.

Vi ska nu definiera vad betyder att en grupp H kan tankas som en delgrupp av en
grupp G.

Definition 0.4. Lat (G, x) vara en grupp. En delgrupp av G bestar av ett par (H, )

H C G ar en delméngd.
Operationen * ar “sluten” pa H :

x: Hx H— H, dvs att hy * hy € H for varje hi,ho € H
och (H,*) ar en grupp
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Ezrempel
e (Q.,-) ar en delgrupp till (Q*, ).
e Lat (G,x*) vara en grupp och ¢ € G. Man kan definiera en delgrupp fran g,
den kallas den delgruppen som genereras av g:
<g>={g"In € Z}

Har ¢" = g * g % ... x g n ganger.

Sakert ar < g > en dalmangd av G, varje potens av ¢ finns i G enligt binar
operationen. Man ska visa att operationen * ar sluten pa < g >. Lat ¢g", g™
vara tva element i < ¢ >, vi har att

gr gt =g"""e<g>
Definition 0.5. En grupp (G, ) ar dndlig om G ar en dndlig méngd.
Grupperna (Z,, +) och (Z3,-) dr bland de viktigaste dndliga grupper.

Definition 0.6. En grupp (G, *) kallas en cyklisk grupp om den genereras av ett
element: G =< g >.
Ezempel.
o (Z,4)=<1>=<-1>
e Om G = (< g >,*) dr en dndlig cyklisk grupp da maste det finnas ett tal n
sadan att g" = 1, dar 1 ar nollelement i gruppen.

G=1{1,9,9°6° .. 9" '}

Det betyder att |G| = n. Heltalet n kallas ordningen av element g, ord(g).
Betrakta gruppen (Z,,+). Den &r en cyklisk &ndlig grupp:

(Zn,+) = (< [1] >,+) och ord([1]) =n

e Betrakta gruppen (Zg, +). Hur manga delgrupper finns?
Eftersom denna ér en cyklisk grupp vi ska bastemma alla mojliga cykliska

delgrupper.
— Ho =< [0] >={[0]}, ord([0]) = 1;
— < [1] >= Ze, ord([1]) = 6;;
— Hy =< [2] >={[2], [4], [0}, ord([2]) = 3;
— Hy =< [3] >={[3], [0]}, ord([3]) = 2;

0
— < [4] >= H,, ord([4]) = 3;
— < [5] >= Zsg, ord([5]) = 6;
Om vi fixar en delgrupp, t.ex. (H,*) C (G, *) kan vi definiera dess sydokalsser for
varje g € G:
g*H={g*xhlh € H}
Sydoklasser av Hy i Zg ar
e 0+ Hy,=2+H, =4+ Hy, = {[4],[0],[2]} = Ho;



4 LEKTION 04-26

e 1+ Hy={[3],[5],[1]} =3+ Hy =5+ Hy
Vi ser att Zg = (0+ H) U (1 + H).
Det kan man visa for all grupper:
G=HUg, * HU...Ugg x H for nagra gy, ...,gx € G

dar unionen bestar av disjunkta méngder (dvs att denna &r en partition av méngden
G). Dessutom é&r alla dessa sydoklasser like stora,

|H|=l|g; * H| for allai=1,...,k
Det foljer att:

LAGRANGES SATS Om H ar en delgrupp av gruppen G da maste kardinaliteten
av H, |H|, dela kardinaliteten av G, |G/.

Ezempel Enligt Lagranges Sats har (Z,, +) bara tva delgrupper:
<[1] >={[1]} och Z, =< [n] > ,forn=2,..,p—1



