LEKTION 03-26

Notera att om vi tar en graf G = (V, E) antag vi bara att §) # V.
Sa det ar mojligt att fa ett antal isolerade noder som en graf. Nar vi vill inte ha ett
antal isolerade noder som en graf da siger vi att () # F.

Lat G = (V, E) vara en enkel graf med V = {v1,...,v,} och E = {ky, ..., k.}. Man kan
bilda tva matriser fan grafen G.

e En n x e matrisen Ag = (a;;) definerat som:

~_J 1 omk; ar incident till v;
% =73 0 annars

Denna matrisen kallas den incidensmatrisen.
e En n x n matris, den grannmatrisen, X = (z;;) dér

o = 1 om det finns en kant mellan noder v;, v
v 0 annars

Vs

ke

V4

Exempel. Betrakta grafen G: v V3

V2
100010 01 010
1 10100 1 0110
Ac=1 01 1 0 0 0 Xe=|1 01010
001111 11101
0 00O0O0T1 000T1O0

Notera:

e Antalet ettor i en rad av incidensmatricen ar lika med graden av motsvarande
nod.(Bevisa det)
e Varje kolumn i incidensmatrisen innehaller precis tva ettor. (Bevisa det)

e En gannmatris ar alltid symmetrisk.
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e Permutation av rader och kolumner i gannmatrisen innebar bara omnumrering av
noderna.

e Permutation av rader och kolumner i incidenstrisen innebar bara omnumrering av
noderna och kanter.

Betrakta grafer G: G"

De ser olika ut med kan ritas pa samma satt. Vi sager att de ar isomorfa grafer.

Definition 0.1. Tva enkla grafer G, G’ ar isomorfa, G = G’, om och endast om matrisen
Ag kan fas fran A genom att permutera raderna och kolumner.

Det betyder att G = G’ om och endast om Ag = Ag efter , eventuellt, vi ger en annan
ordning till noder och kanter i grafen G'.

Man kan definera en isomorfi mellan grafer G = (V, E) och G' = (V', E'), f : G — G".
Det bestar av en bijektiv funktion f:V — V' sa att:

for alla a,b € V ab € E < f(a)f(b) € E

Notera:

e Tva isomorfa grafer har samma antalet komponenter.

e Tva isomorfa grafer har samma antalet kanter och samma antalet noder.
e Motsvarande noder i isomorfa grafer har samma graden!

e [somorfa grafer har samma antalet cykler.

Ezempel. Rita alla icke isomorfa grafer med 4 noder som finns.
Det finns 11 alternativ.
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Definition 0.2. e En hamiltonstig ar en stig some besoker varje nod precis en gang.

e En hamiltonscykel ar en cykel som besoker varje nod en gang.

e En eulersviag ir en vig som passerar varje kant precis en gang.

e En eulerkrets ir en sluten vig (en vig som borjar och sultar pasamma nod) som
passerar varje kant precis en gang.

e En graf kallas eulersk om den har en Eulerkrets och kallas hamiltonsk om den
kar en hamiltonscykel.

Att avgora om en graf dr hamiltonsk ar jattesvart.
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Ezempel Betrakta grafen: . \,

Den ér en emiltonsgraf, men det finns ingen emiltonscykel. For att bestimma det man
maste forsoka att bilda en emiltoncykel fran varje nod och visa att det ar omdjligt att
gora det.

Det ar mycket lattare att avgora om en graf ar eulersk.

STAS 1. En graf G utan isolerade noder har en eulerkrets om och endast om dar sam-
manhdangande och har varje nod har jamn grad.
Bewvis. Antag att G har en eulerkrets, da ar G sammarhingande. Om en graf bestar av
tva komponenter ar det omojligt att bilda en sluten vig som passerar varje kant. Lat
v = vgv1...vp vara en eulerstig i G. Nar vi gar fran ay anvander varje kant, till v; och fran
v;. Det ger bidraget 2 varje gangen till deg(v;).

Antag nu att G ar sammanhéngande och har varje nod har jimn grad. bérja med en
nod s. Sakert kan man gar vidare och bilda en stig v som slutar i s, eftersom s har jaimn
grad. Om gamma innehaller alla kanter ar vi klara. Antag att o inte innehaller alla kanter
och bilda delgrafen H \ v genom att ta borta alla kanter i . Varje nod i H har jimn
grad och H ar nagon icke-isolerade nod v, eftersom G dr sammanhingande. Sa kan man
konstruera en stig a fran v. Om stigen v U« inte innehaller alla kanter i G fortsatter man
med grafen G\ yU «

STAS 2En graf utan isolerade noder har en eulervig om och endast om dr sammanhéngande
och har hogst tva noder av udda grader.

Bevis. Antag G har en eulerviag, da ar G sammanhangande och man kan visa at den har
hogst tva noder av udda grader pa samma satt dn i Sats 1.

Antag nu att G d&r sammanhingande och har hogst tva noder av udda grader. Om alla
noder har jamn grad da finns det en eulerstig och darfor en eulervag.

Det kan inte vara att bara en nod har odd grad eftersom da summan av grader maste
vara jamn. Sa vi kan antag att det finns exact tva] noder a, b med odd grad. Lat G’ vara
delgrafen genom att forbinda a och b med en ny kan e. G’ 4&r sammanhéngande och har
varje nod har jamn grad. Enligt Sats 1 G’ har en eulerstig . Det foljer att v — e ar en
eulervag i G.

Ezempel.
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e Grafen i forre exempel har ingen eulrvag eller eulerstig, eftersom det finns 6 stycken
noder med grad 3.

e K, ar eulersk bara nar n ar udd.

e K, har en Eulervag bara bara nar n ar udd eller n = 2.

OVNING

(1) Lat G = (V, E) vara en en enkel graf. Bestdm |[V| om G har 15 kanter och alla
noder har samma grad.
(2) Rita grafen med incidensmatris:

100001000
110110000
4.—|011000000
Sl oo0o1100110
000011101
0000 0011

Ar grafen eulersk?
Har grafen en eulervig. Om svaret ar jag hitta den.



