LEKTION 03-03

“Kombinatorik handlar om konsten att rakna antalet mojliga handelser.”
Det kan kannas latt att sdga och gora, men det kan acksa vara vanlig listig. Till
exempel:

e Pa hur mnga sitt kan man vélja ett par (a,b) om man kan vilja a pa 100 olika
satt och b pa 1000 olika satt?
e Hur manga ganger upptrader monstret 0101 in en lang sekvens bestande av 0 och
1?
Forst ska vi infora terminologin for att formulera problemet. Vi ska undersoka hur kan
man “gruppera saker” och vilka matematiska operationer man kan utfora for att finna
resultatet.

MANGDLARAN

Hojdpunkter ar:

e Vad ar en mangd;
e hur kan man beskriva en mangd;
e vilka operationer pa mangder kan man utfora.

Definition 0.1. En méngd A ar en samling av objekt som kallas element.
a € A betyder att a ar en element i A och a ¢ A betyder att a inte dr en element i A.

Ezempel

e () betecknar den tomma méngden, dvs mingden med inga element.

e universum U = {alla objekt};

e 7 betecknar mangden av alla hela tal ..., —100,—99, ..., —1,0,1, ..., 100, ...;
Z* betecknar mangden av alla positiva hela tal 1,2, ...,100, ...;

e N betecknar mangden av alla naturliga tal 0,1, ..., 100, ...;

e Q betecknar mangden av alla rationella tal ..., —100, ..., _71, R N
Q" betecknar mangden av alla positiva rationella tal;

e R betecknar mingden av alla reella tal ..., —100, ..., =, ..., &, ..., V3, ..

20 100
R* betecknar mangden av alla positiva reella tal;
Det finns olika satt for att beskriva en méangd:

(1) Man kan rédkna upp méngdens element inom de sa kallad mangdklammer. Exem-
pelvis
A=1{1,2,3,4,5,6,7,8}
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(2) man kan ange egenskaperna hos méngdens element. Exempelvis kan méingden A
beskrivas som:
A={n€eNoch1<n<8}
(3) man kan visualisera mangden genom att anvinda ett sa kallat venndiagram. Omradet
inom en sluten kurva i planet representerar elementen i mangden.
Ezempel: Beskriv mangden av alla heltal med absolut belopp mindre an eller lika med 4.
o {—4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4};
e {n € Z och |n| < 4};
e diagram,;
Exempel: Betrakta mangden:
A={n € Nochn=Fk*dir k € N}.

o Ar det sa att 17 € A? (Nej)
o Ar det sa att 21 ¢ A? (Ja)
e Ar det sa att 121 € A? (Ja)

Storleken av en mingd kan vara mycket stor. Exempelvis ar N, Z, Q, R odndliga mangder.
Om man kan riakna upp alla element och det finns ett dndligt antal element siger man
att méngden &r dndlig. Symbolen |A| betecknar antalet element i A. Den kallas ofta for
kardinaliteten av A.

Ezempel: Betrakta mangden

M = {n € Z",n ar udd och n < 15}.
D4 har vi M = {1,3,5,7,9,11,13,15} och |M| = 8.
Klart ar |@] = 0.
Om man tar “bara nagra element av en mangd” far man en delmangd.
Definition 0.2. B ir en delméngd av A (B C A) om varje element b € B &r ett element
iA.
Erempel:

e Den tomma méngden () &r en delméingd av varje méingd. (Visa det!)
o AC A;
e { udda heltal } C Z;
e Q" C
Nu kan vi bygga upp en ny mangd fran A, ndmlingen mangden av alla delmingder av
A:
P(A) ={BC 4}
Lat A= {n € N,n jimn och 0 < n < 6}. Da dr A = {2,4,6} och

P(A) = {0,{2},{4},{6},{2,4},{2,6},{4,6}, A}
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Sa, |A| =3 och |P(A)| = 8.
Fraga: Om |A| =k, vad ar |P(A)|? Vi ska senare svara pa detta!

BINARA OPERATIONER PA MANGDER

Lat A, B vara tva mangder. Det finns ett antal satt att bilda nya méingder fran dem,
genom sa kallade bindra operationer:

e Unionen: AU B = {z, dir z € A eller z € B};

e snittet: AN B = {z, dir z € A och x € B}; Om AN B = () séiger vi att A och
B ar disjunkta.

o differensen: A\ B = {z, dir x € A och z ¢ B};

e komplement: A° = {z, dir z ¢ A}; (visa att A°=U\ A).

Exempel:
e ANB=BochAUB=Aom B C 4;
e NNZ=N;
e Z* =N\ {0}

e {n € Ndirn dr udda}U{n € N dir n &r jaimna} = N. Vi har ofta skrivit att tva
méangder ar lika, men vad betyder det? Vi siger att A= B om A C Boch B C A.

Har finns en sammanstallning av rakneregler:

1) ANA=A AUA = A, (A%° = A;

2) ANA°=0, AU A° = UY;

3) ANP =0, AUD=A ANU=AAUU=U;
4) AUANB)=A, AN(AUB)=A

5) Associativa lagar

(
(
(
(
(
(AUB)UC=AU(BUC) (AnNnB)UC=AN(BNCQC)
(6) kommutativa lagar
AUB=BUA ANB=BnNA

(7) distributiva lagar

AU(BNC)=(AUB)N(AUC) ANn(BUC)=(ANB)U((ANCQC)
(8) de Morgans lagar

(AUB)*=A4A°NB° (ANB)*=A°UB"°

évm’ng: Visa dem.
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SAMBAND MELLAN DELMANGDERS STORLEK

Det ar sjalvklart att om B C A &r |B| < |A| (visa det!). Vad &dr sambanden mellan

|Al,|B|,|JAU B| och |AN B|? Lat A ={1,2,3,...,25} och B = {24,25,...,100}. Vi har:
AUB={1,..,100}, An B = {24, 25}

och |[AUB| =100 # |A| + |B| =25+ T7.

Faktiskt néir raknar vi elementen i A och sedan elementen i B, sa riknar vi elementen
i AN B tva ganger, darfor maste:

|JAUB|=|A|+|B|-|AN B|
Detta ar den Inklusion-exklusion principen.
Sa giller |[AU B| = |A| + |B| bara nir A och B ar disjunkta.

Ezxampel: Bestam antalet jamna heltal mellan 1 och 2000.
Lat A = {jamna heltal} och B = {udda heltal}. Eftersém de jamna och udda heltalen
alternerar ar |A| = |B| och |[AN B| =0, sa har vi
2000 = AU B| = |A| + |B| = 2|4
och |A| = 1000.

Det finns ett ytterligare mycket viktigt satt att bygga upp en mangd fran tva mangder
A och B, den sa kallade produktmdngden:
A x B={(a,b) dir a € A,b € B}

Ett element av (a,b) € A x B kallas ett par av objekt i A och B. Littast ar att beskriva
produktméngden som en tabell. Till exempel tat A = {a,b,c} och B = {1,2,3,4}.

Foljande tabellen ger alla element i A x B:
| A B C

(a,
(’
(
(

= N =

a,l) c,1)
a,2) c,2)
a,3) c,3)
a,4) c,4)

Y

Ouvning. Bestim |A x B| om |A| = k coh |B| = h.



