Matematiska Institutionen
KTH

Losningar till nagra grupptal infér lappskrivning 5 media.

1. Betrakta foljande abstrakt definierade multiplikationstabell till en grupp G:

ola b ¢ d f g
ala b ¢ d f g
blb a f g ¢ d
cle f d a g b.
dld g a ¢ b f
flf ¢ g b d a
glg d b f a c

a) Bestim alla cykliska delgrupper till denna grupp. Ange ocksa elementens ordningar.

Man madste ta element for element och underséka. < a >= {a* = a}, < b >= {b,b? = a},
<c>= {6,82 = dvcg = a}: <d>= {dad2 = Cvdg = a}7 < f >= {f7f2 = d7f3 = baf4 =
Cafs :gvfﬁ :a}7 <g>= {9792 :6793 :bag4 :d7g5 :f796 :a’}

b) Ar gruppen sjilv cyklisk.

Ja eftersom G = {f,d,b,c,g,a} ={f, f2=d, f2=bfl=c,fP=9,fC=a} =< f>.

c¢) Bestam samtliga sidoklasser till delgruppen H = {a, b}.

Vi bestimmer mdangderna H, Hb, He, Hd, Hf och Hg. Vi far att
H = Hb = {ab,bb} = {b,a}

He={ac,bc} ={c,f} =Hf

Hd = {ad,bd} ={d,g} = Hyg.

2. Visa att gruppen ovan ér isomorf med grupperna < Zg, + > och < Z; \ {0}, >.

Vi konstaterar att alla tre grupperna dr cykliska. I sa fall finns ett standardsdtt att konstru-
era en isomorfi, ndamligen vi later genratorer avbildas pa gemeratorer potenser av dessa pa

varandra:
z o(z) Y(z)
f 1 3
f?=d 1+1=2 32=2
f2=0b 1+14+1=3 33=6
frf=c 1+14+1+1=4 3t =4
ff=g| 1+1+1+1+1=5 |3=5
ff=a|l+1+14+1+1+1=6|3°=1

3. Kan en grupp som inte &r abelsk vara cyklisk?



Nej eftersom varje cyklisk grupp dr abelsk, ndmligen om elementet g genererar den cykliska
gruppen sa gdller

. Kan en grupp som é&r abelsk vara isomorf med en grupp som inte &r abelsk?

Nej. Antag ¢ betecknar en isomorfi fran en icke abelsk grupp G till en grupp H. Antag att
ab # ba for nagra element a,b € G. Da gdller ju for isomorfin ¢ att

p(a)p(b) = p(ab) # p(ba) = ¢ (b)¢(a),

dvs elementen (a), (b) € H kommuterar inte med varandra och H kan inte vara abelsk.

. Gruppen G =< Zi7 \ {0}, > #r cyklisk. Bestdm tre olika generatorer till G. Los ocksa
ekvationerna z* =1, % = 1 och 2% = 1 i denna grupp G.

Antalet element i G dr 16. Vi far prova oss fram i sékandet efter ett element som har ordning
16. Vi vet att for varje element g € G sa gdller att ordningen delar talet 16, sa ordningen
kan endast vara nagot av talen 1, 2, 4, 8 eller 16.

Testar elementet 2. 24 =16 = —1 sd 28 = (—1)? = 1 sd ordningen av tvd dr 8.

Testar elementet 3. 3* = (—4), 3% = (—=4)(—4) = 16 = —1 # 1 sd enda mdjligheten dr att
elementet 3 har ordning 16.

Vi fortsdtter med potenser av elementet 3. (3%)* = 1 dr detsamma som att 33 = 1 = 316
eller att 3k = nl6 som ger att 16 delar talet k. Alltsd mdste 33 ha ordningen 16. Pd samma
sdtt har elementet 3° ordningen 16.

Varje element dr en potens av 8. Sd antag x = 3Y. Dd ger ekvationen x* = 1 0ss ekvationen
3% = 1 devs 4y = n16 eller y = nd. Sa = = 3*,38,312,3'6. Pd samma sdtt loser man de
andra ekvationerna: by = nl6 ger att 16 delar y dvs x = 1 resp 6y = 16 eller att 8 delar
talet y

. Lat ordningen av ett element g i en grupp G betecknas med o(g).

a) Visa att om a och b #r element i en grupp G sadana att mgm(o(a),o(b)) = |G| sa &r
gruppen cyklisk.

Uppgiften blev lite svdarare dn det var tinkt fran bérjan. Lat m = mgm(o(a),o (b)) och
D = sgd(o(a),o(b)). Sitt c = aP och lit r = o(b). Dd gdller att

Co(a)/D — aa(a) —e

och for alla y < o(a)/D sd kan inte a¥ = e eftersom o(a) dr det minsta positiva heltal
som a kan upphdjas till sa att resultatet blir e. Detta ger att elemenetet ¢ har ordningen
s=o(a)/D.

Nér vi delar o(a) med D forkortar vi bort alla gemensamma delare till o(a) och o(b), dvs
talen s = o(a)/D och r = o(b) dr relativt prima. Det innebir ordningarna for elementen ¢
och b dr relativt prima. Vidare dr sr = mgm(o(a),o(b) =m)

Jag hdvdar nu att elementet cb har ordning sr och alltsa dar en generator for gruppen. Detta
skulle visa att gruppen vore cyklisk.



Antag att (cb)™ = e for nagot tal n < m = sr. Antag att n = kis +t1 och n = kor +ts. Vi
far da efetersom ¢® = e och b" = e att

e=(cb)™ = c"b" = (¢*)kFretr - (bT)R2blz = chptz,
Detta ger att
e=¢" = Crtlbrtg — crtl . (br)tl — Crtl . (e)tl — Crtl.

Eftersom ¢ har ordning s sa maste s|rty. Eftersom r och s dr relativt prima sa har vi att
slt1. Eftersom n = kys + t; far vi da att s|n. Pa samma sdtt far vi att rln. Alltsa kan inte
n < sr, eftersom r och s dr relativt prima.

b) Visa att om G &r cyklisk sa finns element a och b i G sadana att mgm(o(a),o(b)) = |G]|.
Om elementet a genererar gruppen sda dr o(a) = |G|. Om e betecknar identiteten sa dr
o(e) = 1. Det gdller da att mgm(o(a),o(e)) = |G|.

. Visa att om antalet element i en grupp ar ett primtal sa dr gruppen cyklisk.

Om g € G sa delar ordningen av g antalet element i gruppen G. Om detta antal dr ett

primtal p sa finns bara en mdjlighet, ordningen av elementet g dr p. Elementen i mdngden
{9,9%,93,...,97 = e} blir dd alla olika och G =< g >.



Svar:

l.a)<a>={a}, <b>={hb? =a}, <c>={c,2=d,E=a}, < f>={f,fP=d,f3 =
b, f* =c, f% =g, f® = a}. Elementet b har ordningen 2, elementen ¢, d har biigge ordningen
3 och elementen f, g har bégge ordningen 6.

Nej.

=~ W

Nej.

5. Elementet 3 genererar gruppen. Tva andra generatorer &r 3% och 3°. Ekvationen z# = 1 har
16sningarna x = 3* =13, x = 38 = 16 resp £ = 3'> = 4 och z = 2'6 = 1. Ekvationen 2° =1
har bara l6sningen x = 1 och ekvationen % = 1 har bara lésningarna = = +1.



