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Definition
En grupp ir en mangd G med en binar operation * ( d.v.s att
axbe G for all a,b € G) sadan att:

1. x ar associativ, d.v.s att
(x*y)*z=xx(yx*z) for varje x,y,z € G.

2. Det finns en identitet, d.v.s. det finns ett element e € G
sadan att:

exa=axe=aforvarjeacG.

3. Varje element har en invers, d.v.s. att for varje a € G det
finns ett element a’ sidan att:

axad =ad xa=e.
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Vi beteknar gruppen med (G, ).

Exempel

> (Z,+),(Zn,+),(M2(Z),+) ar grupper. Notera att varken
(N, +) eller (Z,-) &r en grupp.

» (R —{0},-) ar en grupp men (Ma(R),-) inte ar en grupp.

> (Sp,-) aren grupp.

» Lat G vara mangden av matriser av form:

(37)

dar a,b € Z3 och a # 0. Betrakta den vanlig
matris-multiplicationen, -. (G,-) ar en grupp.
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Nar det ar klart vilken operation betraktas pa gruppen ska vi skriva:
G istdllet av (G, ).

xy istallet av x x y.

1 istallet av identiteten e

x~1instillet av inversen x’.

Vi sager att en grupp G ar kommutativ om

xy = yx for alla x,y € G.
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SATS
L3t G vara en grupp och x,y,a, b € G.

» Det galler att:
ax=ay=x=y

xa=yb=x=y.

» FEkvationen
ax=>b

har en entydig losning.

Anmarkning

L3t G vara en grupp. Da ar identiteten och inversen av varje
element entydigt bestamt.
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Exempel
L3t (G, %), (G’, @) tvd grupper. Man kan definiera en binar
operation p3 G x G’ :

(a,x)(b,y) = (a* b,xQy)

G x G’, med den har operationen, dr en grupp.

Om x € G da betecknar vi xx...x k ganger med x* och vi sitter
att x? = 1. Det ar klart att:

Xk+t — XkXt,th _ (Xk)t.
Definition
Lat G vara e grupp med anligt manga element. Vi siger att
ord(x) = n (ordning av x) om n ar det minsta positiva heltalet
sadan att x" = 1.
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Exempel

Betrakta Ze, da ar 1 = [0] och
ord([0]) = 1, ord([1]) = 6, 0rd([2]) = 3, ord([3]) =
ord([4]) = 3, ord([5]) = 6.

Exempel
Bestamma ordningen av o = (13)(452) € Ss.

L= ids = (1)(2)(3)(4)(5).

= (1)(3)(425), U = (13)(4)(5)(2), 0" = (1)(2)(452)
= (12)(425),0° = (1)(2)(3)(4)(5)-
Notera att ord((12)) = rd(( 56)) = 3 och

2)
ord(c) = l.c.m(3,2)
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Det galler alltid:
» For varje cykel 7 av langd k ar ord(7) = k.

» Om o = 7 7»...7¢ och langden av 7; ar d; d& ar
ord(a) = /.C.ITI(CI'l7 ceey dk)
Exempel

Lat G vara en kommutativ grupp och a, b € G. Visa att om
ord(a) = p1,ord(b) = pp dar p1 # p» ar primtal d3 ar

ord(ab) = ord(a)ord(b).
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Grupphomomorfi

Definition

Lat (G, *) och (G’,@) vara tva grupper. En grupphomomorfi
mellan G och G’ &r en funktion f : G — G’ som respekterar
operationerna, d.v.s

f(ax b) = f(a)@f(b) for varje a,b € G.

Exempel

Funktionen (|, : Z — Zn ar en grupphomomorfi mellan (Z,+) och
(Zp,+).
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Grupphomomorfi

Definition

En gruppisomorfi mellan tvd grupper G och G’ ar en
grupphomorfi f dar funktionen f ar bijektiv. Det vill saga att
f: G — G’ aren isomorfi om:

1. f ar injektiv.
2. f ar surjektiv.
3. f(ax b) = f(a)@f(b) for varje a,b € G.

Vi sager att tva grupper G, G’ ar isomorfa, och vi skriver G = G’,
om det finns en isomorfi mellan G och G'.
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Isomorga grupper

Exempel
Betrakta:

[ a b ;
G—<0 O),a,beR, G' =R xR.

L&t + denote den matrisaddition fér G och den vanlig addition av
tva par for G'. Betrakta funktionen:

F:6-G, f((é g)):(a,b).

(G,+),(G',+) ar grupper. Ar f en gruppisomorfi?
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