Matematiska Institutionen, KTH

Losningar till ytterligare nagra problem till kontrollskrivning nummer 5 for Medial
vt07.

1. Visa att for varje bipartit graf G med n noder géller att

Lo6sning: Betrakta den bipartita grafen K ,_,, dvs en graf med tva nodméngder V; och
V5 med x stycken noder respektive med n — x stycken noder. Kanter gar bara fran noder i
V1 till noder i V5.

Varje nod i V4 har alltsa hogst n — = stycken grannar, noderna i V5. Fran varje nod i V; gar
alltsa hogst n — x kanter. Da det finns « noder i V4 sa blir antalet kanter i grafen hogst lika
med z(n — x).

Vi soker nu det storsta virde som uttrycket x(n—x) kan ha. Sétt f(x) = z(n—=x) och derivera
denna funktion. Man far f’(xz) = n — 2z. Bland derivatans nollstéllen och dndpunkterna i
det for z tillatna intervallet 0 < x < n, finns extrempunkterna.

Vi finner att f(0) =0, f(n) =0 och f(%) = (%)%

Eftersom f(x) &r maximala antalet kanter hos den kompletta bipartita grafen K, ,,_, sa har
vi att det aldrig kan finnas fler &n (%)2 kanter i en bipartit graf med n stycken noder.

2. En acyklisk graf, dvs grafen saknar cykler, bestar av 143 noder och 100 kanter.

Hur méanga komponenter bestar grafen av.

Losning: Antag grafen bestar av komponenterna Ty, T, ..., T;. Varje komponent &r en
sammanhéngande graf. Eftersom grafen cykler, gbr d&ven samtliga komponenter det.

Det som karakteriserar ett trid &r att de saknar cykler och dr samman hidngande. Vi utnyttjar
nu att for ett trad med v noder och e kanter sa géller att

v=-e+1.

Beteckna nu antal noder och antalet kanter i traden T;, for i = 1,2, ...,k med v; respektive
e;. Da géller
v +vo+...+vp =143 och e;+ey+ ...+ e, =100.

Eftersom v; = e+ 1, v =es+ 1, ..., vy = e + 1 far vi
(e1r+1)+(ea+1)+...+(ep+1)=143 dvs e +ea+...+ep+k=143.
Detta ger att kK = 143 — 100. Antalet komponenter &r alltsa 43.

3. Rita alla trad med 7 noder.

Lo6sning:



4. Bestam en transversal till médngderna

{1,2,3}, {2}, {2,3,5}, {4,5}

och forklara varfor det inte finns nagon transversal till méangderna

{1}, {1,3}, {1,3}, {2,3,4,5}.

Losning: a) En transversal &r (1,2,3,5), ty 1 € {1,2,3},2 € {2},3 € {2,3,5} och 5 € {4,5}.
b) Unionen av de tre forsta delméngderna innehaller bara tva element, och vi kan da inte

finna tre olika element som vardera representerar en av de tre méngderna.

5. Bestdm en komplett matchning i den bipartita graf som bestar av nodméngderna X =
{ai,a2,...,a5} och Y = {by,ba,bs,...,bs} och kanterna

E = {(a1,b2), (a1,b3), (a2, b1), (az, b2), (az, bs),

(a3, b3), (a3, bs), (as,b1), (a4, b2), (a4, bs), (as,b3)}

Losning: En av flera mojliga kompletta matchningar dr kantméngden
M = {(ala b2)7 (a27 b1)7 (a37 b5)7 (a47 b4)7 (CLS, b3>}

6. Betrakta samma bipartita graf som i féoregaende uppgift. Lat M beteckna matchningen

M = {(ala bB)a (a23 bl)a (a3ab5)7 (CL4, b4)}

Bestédm en alternerande stig till M. Anvéind denna alternerande stig till att géra matchningen
storre.

Lo6sning: En alternerande stig borjar i en omatchad X nod. Den enda omatchade X-noden
4r as, som har den enda grannoden b3. Om b3 &r matchad gar stigen till den matchade noden
som i detta fall &r a;. Vi skall nu betrakat grannarna till a;. Vi far flera maojliga stigar att
fortsitta. Gar vi fran a; till dess granne by har vi en omatchad Y-nod. Den alternerande
stigen ar da fullbordad:

as —bg*al _b2.

Detta &r en alternerande stig till matchningen eftersom startnoden i X &r omatchad och
slutnoden i Y &r omatchad, samta varannan kant tillhr matchningen M och varannan gor
det inte. Far nu en stérre matchning till M genom att bilda

(M \ {(ah b3)}) U {(a57 b3)7 (al,bQ)}'

7. Visa att om varje pojke i en skola har k stycken flickor pa sin lista och varje flicka finns med
pa exakt k stycken listor som pojkarna har, sa kan varje pojke hitta en flickviin som han vill
vara ihop med.

Losning: Vi skall visa att Halls villkor dr uppfyllt. Betrakta pojkméngden A och den
flickméngd J(A) som finns med pa pojkarna i A’s listor.

Betrakta den delgraf som bestar av noderna i A och noderna i J(A) och som har en kant
fran pojken a till flickan b om b finns med pa a:s lista.

Antalet kanter i denna graf &r precis |A| - k, ty fran varje nod i A gar precis k kanter till
noder i J(A).



Fran varje flicknod i J(A) gar precis k stycken kanter, varav en del inte gar till pojkar i A. Sa
i den delgraf vi betraktar har vi hogst |J(A)| - k kanter, nér vi réknar kanter fran flickornas
perspektiv.

Var slutsats &r alltsa
|A| - k = antalet kanter i delgrafen < |J(4)] -k,
vilket efter forkortning med k ger att Halls villkor
4] < 1J(4)

dr uppfyllt for varje delméngd A till pojkméngden. Dérmed finns enligt Halls brollopssats
en komplett matchning i grafen som beskriver ett satt att para ihop varje pojke med precis
en flicka.

. Betrakta en samling mangder M, Ms, ..., M,,. Visa att om alla méngder &r lika stora och

varje element finns med i lika manga méngder sa finns en transversal till méngderna.

Losning: Som i foregaende uppgift. Elementen i méngderna motsvarar flickorna och méngderna
pojkarnas listor.



