Losningsforslag till Modell-Tentamen i 5B1121 Matematik baskurs
HOSTTERMINEN 2005

OBS: Nedanstaende l6sningar ér tillkomna i hast och innehaller sékert ett och annat
fel. Hor av er om ni hittar nagot som verkar konstigt.

1. Lat C vara cirkeln med ekvation z? + (y — 2)> = 4 och lat L va-
ra den linje som passerar genom (':s medelpunkt och som é&r
vinkelrdt mot linjen med ekvation x + 2y = 0. Bestdm samtliga
skidrningspunkter mellan L och C'.

Losning: Eftersom x 4+ 2y = 0 <= y = —x/2 sa ges L av en ekvation y = 2z + m
for nagot tal m och om linjen ska ga genom C':s medelpunkt (0,2) sa maste m
vara 2. Skarningspunkterna mellan L och C' ar alltsa alla punkter med kordinater
(z,y) som uppfyller bade att z% + (y — 2)* = 4 och y = 2z + 2. Insiittning av det
senare sambandet i det forsta ger att 2% + (2x)? = 4 vilket &r ekvivalent med att
r = £2/4/5, vilket dr 2-koordinaterna for skirningspunkterna. Sitter vi in dem i
linjen L:s ekvation far vi y-koordinaterna y = +4/v/5 + 2. Skirningspunkterna ar

alltsa (2/v/5,4/v/5 + 2) och (=2/v/5, —4/V/5 + 2).
Svar: (2/v/5,4/v/5 +2) och (—2/v/5, —4/v/5 + 2).

1
2. Du far veta att cos(2x + 7) = 3 tan2z < 0 och |z| < 7/2. Bestdm z.

Losning: cos(2z+m) = 1/2 <= 2zx+7 = £7/3+n21 <= v = —7/3+nm7 eller x =
—27/3 + nm, n godtyckligt heltal. De enda av dessa losningar som uppfyller att
|| < 7/2 & o = £7/3 och den enda av dessa som uppfyller att tan2zx < 0 &r
x=m/3.

Svar: x = /3.

3. Bevisa med induktion att Z(Qk; — 1) = n? for alla heltal n > 1.
k=1

Losning: Bassteg. Om n = 1 sa dr Y ,_,(2k — 1) = 1 och n? = 1. Induktionssteg.
pH

Anta att > 7_,(2k — 1) = p? for nagot visst heltal p > 1. Da géller att Z(Qk —-1)=
k=1



PP+2(p+1)—1=p"+2p+1=(p+1)° Slutsats: » (2k — 1) = n* for alla heltal

k=1
n>1.

4. Finn samtliga reella tal x som uppfyller att z* — 23 < 522 + 2 + 6.
Losning: Lat p(z) = 2 —23—52%—1—6. Da iir olikheten ekvivalent med att p(z) < 0.
For att 1osa den faktoriserar vi forst p(z). Efter provning ser vi att p(—2) = 0 och
p(3) = 0. Faktorsatsen ger da att p(x) = (z + 2)(x — 3)¢(z) fér nat polynom gq.
Division ger sedan att p(z) = (z + 2)(x — 3)(z® + 1) dér den sista faktorn inte
kan delas upp ytterligare eftersom den aldrig kan bli 0. Teckenstudium ger nu att
p(r) <0< —2<x<3.

Svar: =2 <z <3
5. Los ekvationen In(z + 1) + In(z +2) — In(x + 5) = 0.

Losning: Med hjélp av loglagarna ser vi att den givna ekvationen ar ekvivalent med
N (x+1)(z+2
r+5
vilket i sin tur, om x > —1, ar ekvivalent med att

1 0

(m+1)(x+2:1

r+95
dvs (z + 1)(x + 2) = = + 5 med l6sningar (efter omskrivning och anvéndning av
pg-formeln) x = 1 och x = —3 dér dock bara den forsta 16sningen &r storre dn —1.
Svar: x =1
100 10
6.  Avgor vilket som &r storst, Z(Qk —90) eller 2(2]“ —90).
k=1 k=1

Losning: Den forsta summan &r aritmetisk. Summan &dr antalet termer ganger me-
delvirdet av forsta och sista termen, dvs 100(2 — 90 + 200 — 90)/2 = 1100. Den

andra summan delar vi upp i tva och anvénder formeln for en geometrisk serie pa
10

10 10

den ena delen: » (25 —90) =) "2¥ 4+ "90 = (1 —2")/(1—2) — 1 — 900 = 1146.
k=1 k=1 k=1

SVar: Den andra.



7. Finn samtliga komplexa tal z som har absolutbelopp 1 och ett argument v
som uppfyller att sin®v + sinvcosv = 1/2.

Losning: |2| = 1 betyder att z = e for nagot tal v. sinv + sinvcosv = 1/2 <=
(1 —cos2v)/2+ (sin2v)/2 =1/2 <= sin2v = cos20 <= 2v =71/4d + nw <= v =
7w /8+nm/2, n heltal. Om vi skriver om detta pa rektanguldr form ser vi att det finns
fyra olika 16sningar: z; = cos(7/8) + isin(w/8), zo = cos(57/8) + isin(b7/8), z3 =
cos(97/8) + isin(97/8), z4 = cos(137/8) + isin(137/8).

8.  Harled formeln In ab = In a+1In b, utgaende fran sambandet y = e¢* <= = =
Iny och potenslagen e* - eV = ™. (For vilka a, b géller formeln?)

Losning: Eftersom Inaz bara dr definierat da x > 0 sa kan bara formeln gélla for
positiva a,b. Anta att a,b > 0. Da finns x och y sa att a = e* och b = €Y och
z =1Ina och y =1nb. Vi far att Inab = In(e*e?¥) =Ine**V =z +y =Ina+ Inb.



