5B1127 Matematik H1, VT 2004
Exempeltentamen 1

Inga hjalpmedel &r tillatna. Inklusive bonuspoédng kan man fa 40 podng. Betygsgranser:
betyg 3: 16p, betyg 4: 21p, betyg 5: 27p. Olasliga 1osningar eller svar utan motivering ger
noll poang. Uppgifterna ar inte ordnade pa nagot speciellt satt. Skrivtid: fem timmar.

1. (3p) Finn alla heltalslésningar till ekvationen

28z + 12y = 44.

2. (3p) Finn det kortaste avstandet mellan punkten (0, —1,3) och planet som innehaller
punkterna P = (0,0,1), @ = (1,1,1) och R = (1,0,—1). (Vi forutsétter att koordinat-
systemet dr av ON-typ.)

3. (4p) En losning till ekvationen z* — 223 — 112% — 182 — 10 = 0 ges av z = —1 +4. Finn
samtliga losningar.

4. (2p) Skriv det decimala talet 999 i talbasen 9.

5. (3p) Ange en injektiv funktion f : N — N med virdeméngd N\ ({1,3}U{2z | z € N}).

6. (3p) Bestém alla reella tal a sadana att punkterna (z,y, z) som loser ekvationssystemet
bildar en rat linje.

3r+2y —z =0,

ar — 4y + 2z = 0,

9z + 6y — 32 = 0.



7. (4p) En klass med 20 elever ska stélla upp sig pa tva rader om tio elever i vardera for
fotografering. Raderna &ar ordnade sa att varje elev i den bakre raden har en elev i den
fraimre omedelbart framfor sig (och vice versa). Tyvérr hatar eleverna Adam och Berta
varandra, sa de kan varken sta bredvid varandra pa samma rad eller pa samma position
i olika rader. Pa hur manga sitt kan fotografen ordna eleverna? (Svaret far ges som en
produkt av heltal.)

8. (3p) Bestam determinanten for matrisen (AB)~'(AC)?, dar

1 -2 2 2 =7 5 3 1 0
A= 2 0 -11]1,B=(0 1 -1 ochC=15 3 0
-6 3 0 1 3 0 0 -3 -2

9. (3p) Avgor om det finns nagot plan som innehaller de fyra punkterna (1,—-2,6),
(0,-2,-3), (2,—1,—1) och (—1,—3,4). (Vi forutsétter att koordinatsystemet ar av ON-
typ.)

10. (4p) Betrakta talféljden ag,aq,as,... som definieras genom ay = 0, a; = 1 och
Qp = Qp_1 + 2a,_9 for n > 2. Visa att
2" — (—1)?
L2
3

for alla n € N.



Losningsforslag

1. Skriv ged(28,12) = 4 som en linjirkombination av 28 och 12. Anvind Euklides
algoritm, eller observera helt enkelt att 4 = 28 — 2. 12. Darfor har vi 44 = 11 - 4 =
11-28 — 11 -2 - 12, varfor en 16sning ges av o = 11, y = —22. Ansatsen x = 11 + k,
y = —(22 + /) insatt i ekvationen ger nu 28k = 12/, varfér bada leden maste vara en
multipel av lem(12,28) = 84. Saledes: 28k = 12¢ = 84a, vilket ger k = 3, ¢ = Ta.

Svar: ¢ =114 3a, y = —22 — T, a € Z.

(“Snyggare” | ekvivalent, svar: z =2+ 3a,y = —1 —Ta, « € Z.)

2. Planets normalvektor ges avn = PQx PR = (1-0,1-0,1—1)x(1-0,0—0, —-1—1) =
(1,1,0) x (1,0, -2) = (—2,2,—1).

Vilj en punkt pa planet, till exempel P. Vektorn mellan P och den givna punkten
B=(0,-1,3) i PB=(0—-0,-1-0,3—1) = (0,—1,2). Den kortaste vektorn mellan
planet och B ges av den vinkelrita projektionen av PB pa n. Denna vektor ér

Proj,(PB) = PBen _ (0,—-1,2) @ (—2,2,—1)
) I=® JER T2 T (—)

(—2,2,—1) = —g(—2,2, ~1).

Det sokta avstandet dr normen av denna vektor, som &r 2 -3 = 4.

9
Svar: % langdenheter.

3. Kalla polynomet i vansterledet p(x). Eftersom p(z) bara har reella koefficienter, &r
r = —1—i en annan lésning. Faktorsatsen siger att (z—(—1+1))(z—(—1—14)) = 2% +22+2
delar p(z). Vi utfor divisionen, med liggande stolen eller genom inspektion, och far:
p(r) = (2% — 4z — 5)(2* + 22 + 2). De kvarvarande losningarna ér alltsa rotterna till
polynomet x? — 4x — 5. Dessa rotter dr —1 och 5.

Svar: —1 41, —1 — 4, —1 och 5.

4. Dividera upprepade ganger med 9. Sekvensen av (principala) rester dr det sokta
uttrycket:

999 = 9-111 + 0,

111 = 9-12 + 3,
12 = 9.1 +3,
1 = 9.0 +1

Svar: 1330.

5. Funktionens vardemangd ska tydligen vara mangden av udda heltal som ar storre an
eller lika med 5. Konstruera till exempel f genom att lata f(z) = 5+ 2z. Uppenbarligen



ar f:s vardemangd just den onskade. Funktionen ar injektiv, ty for z;,zo € N har vi
f(x1) = f(22) <= 5+ 231 =5 + 225 <= 71 = 20.

Svar: f(z) =5+ 2x (exempelvis).

6. Notera att den sista ekvationen ar en multipel av den forsta och alltsa overflodig. Vi
har alltsa kvar ett homogent, linjart ekvationssystem med tre obekanta och tva ekvationer.
Losningsméngden till ett sadant bildar antingen ett plan (om de bada ekvationerna &r
ekvivalenta) eller en linje (om ekvationerna ar oberoende). Vi maste alltsa vilja a sa att
de bada ekvationerna inte ar multipler av varandra. Det enda a som gor att de ar multipler
av varandra ar a = —6.

Svar: a # —6.

7. Lat oss forst placera ut Adam, darefter Berta, darefter resten av eleverna. Adam kan
stillas pa 20 platser. 16 av dessa (de som inte ar pa kanterna) forbjuder tre platser for
Berta, som da kan placeras pa nagon av de kvarvarande 20 — 1 — 3 = 16 platserna. Om
Adam istallet stalls pa en kantplats, forbjuds bara tva platser for Berta, som i detta fall
kan placeras pa 20 — 1 — 2 = 17 sétt. Sammanlagt finns alltsa 16 - 16 + 4 - 17 = 324 séatt
att placera ut Adam och Berta. Nar en sadan placering val ar vald, kan ovriga elever
placeras ut pa de kvarvarande 18 platserna pa 18! séatt.
Svar: 324 - 18!.

8. Med Sarrus regel eller via utveckling langs lamplig rad /kolumn med manga nollor far
vi det A = 3, det B = 8 och det C = —8. Via produktregeln for determinanter fas
1
det((AB) " '(AC)*) = (3-8)"'- (3 (=8))* = TR (—24) = —24* = —576.
Svar: —576.

9. Infor f6ljande namn pa punkterna: A = (1,-2,6), B = (0,—2,-3), C = (2,-1,-1)
och D = (—1,-3,4). Lat oss bestimma volymen av den parallellepiped som spanns
upp av vektorerna AB = (—1,0,-9), AC = (1,1,-7) och AD = (-2,—1,-2). Om
volymen ar noll, ligger punkterna i ett plan, annars inte. Volymen ges av beloppet av
trippelprodukten:

[ABeAC x AD| = |(~1,0,—9)e(1,1,~7)x (=2, —1,~2)| = |(=1,0,—9)e(—9,16,1)| = 0.

Svar: Ja, det finns ett sadant plan.



10. Vi anvénder induktion 6ver n. Pastaendet ar sant for n =0 och n =1, ty ag =0 =
(20— (=1)%)/3 och a; =1 = (2! — (=1)})/3.

Fixera nu n > 2, och antag att pastaendet ar sant for n — 1 och n — 2, d v s att
anq = (21— (=1)""1)/3 och a,,_» = (22 — (=1)"2)/3. Vi far

2n—1 _ (_1)71—1 2n—2 _ (_1)n—2
n — Unp— 2 n—2 — 2. =
a Ap—1 + 20,2 3 + 3
B 2n—1 _ (_1)n—1 + 2n—1 —92. (_1)71 B on _ (_1)n
B 3 B 3 ’

som Onskat. Pastaendet foljer nu for alla n € N per induktion. OJ



