5B1127 Matematik H1, VT 2004
Exempeltentamen 2

Inga hjalpmedel &r tillatna. Inklusive bonuspoéng kan man fa 41 poang. Betygsgranser:
betyg 3: 17p, betyg 4: 22p, betyg 5: 28p. Olasliga 16sningar eller svar utan motivering ger
noll poang. Uppgifterna ar inte ordnade pa nagot speciellt satt. Skrivtid: fem timmar.

1. (3p) Finn alla 16sningar till ekvationen 12z = 15 1 Zsg.

2. (3p) Betrakta linjen som gar genom punkten (1,—2,1) och &ar vinkelrdt mot planet
som har ekvationen 4x — 3z = 3. T vilken punkt skér linjen detta plan? (Vi forutsétter
att koordinatsystemet ar av ON-typ.)

3. (4p) Finn alla tal i C som loser ekvationen 2% + 162° + 64 = 0.

4. (3p) Foljande uttryck &r oktalt (alltsa skrivet i talbasen 8). Berdkna summan och
uttryck den i talbasen 7.

21+ 71 =7

5. (3p) Lat A = {a, b, c,d, e, f, g, h} och B = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}. Hur manga
injektiva funktioner f : A — B finns det som uppfyller att f(a) + f(b) = 10?7 (Svaret far
ges som en produkt av heltal.)

6. (3p) Finn alla 16sningar till matrisekvationen



7. (3p) Hur manga olika foljder kan man bilda av samtliga bokstaver i ordet TENTAMEN
om de bada T:na aldrig far sta bredvid varandra? (Svaret far ges som en produkt av

heltal.)

8. (3p) Avgor om matrisen (AC)*(BC)3(A + B) ér inverterbar, dér

1 -1 2 2 1 4 3 -1 0
A= 2 0 -1],B=(0 1 -1 ochC=|[4 2 0
-6 3 0 6 -3 0 0 -3 -1

9. (a) (2p) Lat ¢; vara linjen som har ekvationen (z,y,2) = (=3 —2t,—2,9+ 3t), t € R,

och lat £y vara linjen med ekvationen (z,y,z) = (=2 + 3t, —2¢,1 4+ 2t), t € R. Visa att ¢,
och ¢y skar varandra.

(b) (2p) Lat ¢5 vara den linje som &ar vinkelrat mot bade ¢; och ¢35 och som ar sadan att
alla tre linjerna har en gemensam punkt. Bestam en ekvation for /5.

(Vi forutsétter att koordinatsystemet &r av ON-typ.)

10. (4p) Visa att for alla n € N giller att

ZkkJr m;l) .



Losningsforslag

1. Visoker alla z-komponenter av 16sningar till den diofantiska ekvationen 12x+39y = 15.
Till att borja med skriver vi ged(12,39) = 3 som en linjarkombination av 12 och 39,
antingen med Euklides algoritm eller genom att observera att 3 = 39 — 3 - 12. Déarfor har
vib-(=3)-1245-1-39 = 15, varfor x = —15, y = 5 &r en 16sning till den diofantiska
ekvationen. For att hitta de andra ansdtter vi x = —(15 + k), y = 5 + £. Sétter vi
in detta i ekvationen far vi 12k = 39¢, varfor 12k = 397 ar en godtycklig multipel av
lem(12,39) = 3. Dérfor fas k = 13 for nagot o € Z (¢ ar vi inte intresserade av).
Notera att 0 = 3k (mod 39), sa l6sningarna ér x = —15—13«, a € {0, 1,2}. Vill vi svara
med tal mellan 0 och 38 far vi l6sningsméngden {24, 11, 37}.
Svar: 11, 24 och 37.

2. Linjens riktningsvektor ar tydligen densamma som planets normalvektor som ar n =

(4,0, —3). Linjens ekvation ar darfor (x,y,2) = (1 4 4t,—2,1 — 3t), t € R. Vi soker det

vérde pa parametern ¢ som motsvarar skdrningspunkten: 4(1 + 4¢) — 3(1 — 3t) = 3 ger

t = 2/25. Skirningspunkten ar alltsa (14 2-4/25,-2,1—2-3/25) = (33, —50, 19).
Svar: 5=(33, —50, 19).

3. Substituera forst t = 23 for att fa en andragradsekvation i ¢, namligen t? 4 16t 464 = 0,
vilken har en dubbelrot i t = —8. Vi ska losa 2® = —8. Skriv pa polir form: = = re® och
—8 = 8¢'™, sa att ekvationen blir
r3€3iv _ 8ei(7r+27rn)7
varfor r = 2 och v = 7/3 + 27n/3, n € {0,1,2}. Losningarna &r alltsa 2e™/3, 2e™™ och
2e%7/3  Pa rektangulir form: 1+ v/3i, —2 och 1 — v/3i.
Svar: —2, 1 ++/3i och 1 —+/3i. (Samtliga #r dubbelrétter.)

4. Aven om det ar fullt gorbart att utfora hela berikningen i det oktala systemet, kinner
atminstone jag storre trygghet i det decimala. Vi oversatter darfor dit: 721g = 1-8°4+2-
8 +7-8% =465,p och Tlg = 1 +7-8 = 5719. Summan &ar 522, vars representation i basen
7 vi soker med Euklides algoritm:

522 = T-T4 + 4,
4 = 7-10 +4,
10 = 7-1 +3,
1 = 7.0 +1.

Sekvensen av (principala) rester ar det sokta uttrycket.
Svar: 1344.



5. En funktion bestams genom att valja funktionsvarde for vart och ett av elementen
i A. Den blir injektiv om alla dessa funktionsvirden &r olika. Vi kan vélja f(a) pa 8
satt (vi far ndmligen inte valja f(a) = 5 eftersom det skulle tvinga f(b) = 5, vilket &r
forbjudet da f ska vara injektiv, och vi kan inte vélja f(a) = 10). Efter detta val tvingas
vi lata f(b) = 10 — f(a). Dérefter har vi 8 valmojligheter for f(c), darefter 7 for f(d),
och sa vidare tills vi kommer till f(h) som kan véljas bland de 3 aterstaende elementen i
B. Allt som allt finns alltsa 8 - 8- 7 ... -3 mojliga funktioner.
Svar: 82-7-6-5-4-3.

6. Genom att utfora matrismultiplikationen far vi ekvationssystemet

r+2y+z2=1
3r —2y+3z2=-3
—2r—2z=1
Gauss-Jordanelimination av systemets koefficientmatris ger
12 1] 1 10 1]-1/2
3 —2 3| -3 | ~ {elementéra radoperationer} ~ [ 0 1 0| 3/4
-2 0 =2 1 0 00 0
Dérfor ges samtliga 10sningar av z = ¢, y = 3/4, v = —1/2 — t.
T —% —1
Svar: y | = % ,dar t € R.
z t

7. TENTAMEN har 8 bokstaver, varav T, E och N forekommer tva ganger. Antalet
foljder overhuvudtaget som kan bildas av dessa bokstaver ges av multinomialkoefficienten

8 8 _ -
2,2,2,1,1) 2121211111

Av dessa foljder finns det vissa som har de bada T:na bredvid varandra. Om vi betraktar
ett dubbel-T som en enda bokstav, ser vi att antalet sadana foljder ges av multinomialko-

efficienten - .
=——— =7-6-5-3-2.
(2,2 1,1 1) 212111111

Dérfor ar det sokta antalet foljder 7' —7-6-5-3-2=7-6-5-3-2-(4 —1).
Svar: 7-6-5-32-2.

8. Observera att



sa att det(A+B) = 0. Enligt produktsatsen for determinanter har vi det((AC)*(BC)3(A+
B)) = det((AC)*(BC)?3) - det(A + B) = 0. Eftersom en matris dr inverterbar om och
endast om dess determinant ar nollskild saknar alltsa den givna matrisen invers.

Svar: Matrisen &r inte inverterbar.

9. a) Linjerna skér varandra om och endast om de har en gemensam punkt, d v s om
foljande ekvationssystem ar 1osbart:

—3-25=—2+3¢,

—2 = =2t

9+3s=1+2t.
Eftersom s = —2, t = 1 16ser systemet, har de bada linjerna den gemensamma punkten
(=3—-2-(-2),-2,943-(-2))=(-2+3-1,-2-1,1+2-1) = (1,-2,3). 0J

b) Linjen /3 gar igenom den gemensamma punkten (1, —2, 3) och har riktningsvektor som
ges av kryssprodukten av /;:s och f5:s riktningsvektorer:

(—2,0,3) x (3,-2,2) = (6,13,4).
Svar: (z,y,z) = (14 6t,—2 + 13t,3 + 4t), t € R.

10. Vi anvénder induktionsprincipen. I basfallet n = 0 har vi pastaendet 0- (0 + 1/3) =
0-12/3, vilket ar sant.
. n 1\ _ n(n+1)? o .
Fixera nu n € N, och antag att ), (k(k + 3) = . Det maste nu visas att

3
S k(K + +3) = w Notera nu att

S k(5 =3 k() + (D) 14 1) = 2o (g 4 ekt

n34+2n24n+3n2+Tn+4 _ nd+5n2+8n+d _ (nt+1)(n+2)?
3 - 3 - 3 )

som vi ville. O



