SVAR OCH LEDNINGAR TILL EXTRA UPPGIFTER

ANALYTISKA METODER OCH LINJR ALGEBRA FOR P

Allmant material

1. Lat a > —1. Visa att (1 +a)™ > 1 + na for alla positiva heltal n.

Anvand induktion.

2. Visa att Z k? = n(n+1)(2n +1)/6 for alla positiva heltal n.
k=1
Anvénd induktion.

2 \?®
3. Bestim koefficienten framfér x? i utvecklingen av (33:2 — 3—2> .
x

Svar: (2) 32(—2)% = —2016

4. For vilka z giller |2 — 2% 4+ 2| = 2* — 2® — 27

Svar: alla z < —1

1-1/V2
1+1/v2

Férling med /2, forling med konjugatkvantiteten och anvind log-lagar.

1
5. Visa att —7 In =In(1+V?2).

Gransvarde och kontinuitet

2z(e® — 1
6. Lat f(x) = M. Kan man definiera funktionen i origo sa att den blir
) 7 arctanz?
kontinuerlig dar?

Ja. Vardet i origo ska i sa fall séttas till 2.

x sin 223
7. Beridkna gransvardet lim —————.
z—0 cos3z2 — 1

Svar: —4/9

3

8. Visa att ekvationen 23 — cosz — e* + 3 = z? + ¢™® — 1 har minst tva rella

l6sningar.
Sitt f(z) =23 —cosz —e® +3 — 2% — e % + 1, kolla f:s viirden i t ex punkterna
—2,0,2 och anvénd satsen om mellanliggande varden.
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9. Bestdm Taylorutvecklingen av ordning 2 i punkten z = —2 till funktionen
f(z) = *™ —tanna.

Svar: f(z) =1+ (1—m)(z+2)+ %(x +2)2 + O((z +2)*)

10. Gar det att bestamma vérdet pa konstanten a sé att funktionen
sin(ax — 3a) — In(z — 2)

f(z) = 1 — cos(ax — 3a)
sin(z — 3) + 2?2 — 22 — 2, da3 <z <4

, da2<x<3

blir kontinuerlig i = 37

Svar: Ja, a = 1.

11. Bestim alla asymptoter till kurvan y = (arctan z)/z2.

Svar: Lodréat asymptot i = 0, vagrat y = 0 i bade plus och minus oo.
2?41

x—1"

Svar: Lodréat: £ = 1. Sned asymptot: y =z + 11 +o0

12. Bestam alla asymptoter till kurvan y =

Derivator

1
13. Visa att funktionen f(z) = xarctan — ar vaxande pa intervallet « > 0.
x

Visa att derivatan ar positiv for alla z > 0

2
14. Bestdm de intervall dar f(x) = l—k—zQ ar monoton.
x

Svar: Derivera och kolla derivatans tecken. Svar: Avtagandeiintervallet x < —1,
vixande i intervallet —1 < x < 1, avtagande i intervallet x > 1.

15. Visa att funktionen f(x) = 3arccosz — arccos(3x — 42®) ir konstant pa inter-
vallet (—1/2,1/2) och bestdm f(3/8).

Derivera och konstatera (efter lite omskrivningar) att derivatan &r noll for alla
x i intervallet. Vardet pa funktionen &r 7 i hela intervallet.

16. Visa att 2z arctanz < 22 + In(1 + 2?) for alla .

Sétt f(z) = 2z arctan x — 2 — In(1 + 2?), derivera for att hitta f:s storsta virde
och se att detta ar 0.

17. Bestdm vérdeméngden till funktionen f(z) = arctan s

1
— arctan x.
1

3
Derivera for att hitta max och min. Ratt svar: —% <z< Iﬂ
18. Kan funkti f(x) A tiva virden?
. Kan funktionen = ——— + — anta negativa virden?
u T 21373 gativa v

Derivera for att hitta funktionens minsta virde och konstatera att detta inte &ar
negativt.
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19. Antar funktionen f(x) = xv/5 — 4 ett storsta virde pa intervallet —1 < z < 17
Ett minsta? Bestdm i sa fall dessa.

Funktionen &r kontinuerlig pa hela det slutna och begriansade intervallet, och har

5v5
darfor ett storsta och ett minsta varde. Det storsta ar i, det minsta —3.

6v/3

20. Antar funktionen f(x) = arctan3x — arctanx ett storsta virde? Ett minsta?
Bestédm i sa fall dessa.

Ja, det storsta dr /6 och det minsta dr —m/6.

1/z
)

23. Bestam virdeméangden till funktionen f(z) = x x> 0.

Svar: (0,e!/¢]

26. Bestim den allminna 16sningen till differentialekvationen y” + v’ + 2y = ze?*.

Ly = /2 VT LA GRS S R
Svar: y =e (Acos 3 x + Bsin 5 x)+(8x 64)6

27. Bestam tangenten och normalen i punkten (z,y) = (0,0) till kurvan
WP 4wy + 2 4 0052 3Y) 1
Det gar inte!
28. Bestim tangenten och normalen i punkten (z,y) = (1,2) till kurvan
22 +y? + 4+ cos(mxy) = 4.

1 5
Tangent: y = 5T + > Normal: y = 2z.
29. Lat f(x) = (z + 2)v2 — x. Skissera kurvan y = f(z).

Funktionen ar vixande pa intervallet (—oo, 2/3), tar sitt storsta virde i z = 2/3
och avtar sedan pa intervallet (2/3,2).

Integraler

32. Berdkna /sin3xdx.

3

Anvénd att sin? z = 1 — cos? z och séitt cosz = ¢. Svar: % cos®x —cosx + C

33. Berakna /arctanx dz.
1
Integrera partiellt. Svar: z arctanx — 3 In(1+2?)+C

34. Berikna / arctan /z dx.

Sitt forst v/ = t och integrera sedan partiellt. Svar: (xarctany/z — vz +
arctan /r)/2 + C
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/6
36. Berikna integralen/ M.
o  (cosz)?
Sétt tanx = ¢. Svar: 1/6
1/2 "
38. Berikna integralen /0 m dx.
1 1 2 1 2 1
Partialbraksuppdela. Integranden blir 3 @-1) + 97—1 9r12 Svar:
1 2 1 5
T _Zm?2
3 9 2
/2 42
39. Berdkna integralen / 5 du.
o T°—3x+2
L | 3 1.5
En primitiv funktion &r 3 In(z® — 3z + 2). Svar: 3 In 1

40. Beriikna arean av det #ndliga omrade som innestings av kurvan y? = z2v/1 — z.

1
A= / 22(1 — z)/* dx = 32/45
0

Serier
o —
41. Avgor om serien Z ————— ar konvergent.
2 (i +n)
Divergent
= n—1
42. Avgor om serien Z ———— ar konvergent.
2
= Vn(l+n?)
Konvergent

o0
. .. o .. . n+a
43. For vilka varden pa konstanten a ar serien E In ( ) konvergent?
n
n=1

a=0

oo
n+1
44. Gar det att bestamma konstanten a sa att serien E <e“/ n_nt
n

> blir

n=1
konvergent?
Ja,a=1
oo
. . . . .1 a .
45. Gar det att bestamma konstanten a sa att serien Z (sm -+ —) blir kon-
n on
n=1
vergent?
Ja, a = —1

- 1 1
46. Avgor om serien Z (ln (1 + ) — ) ar konvergent.
n n

n=1
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Konvergent

o 2n+1
50. Berdkna summan av serien -7
o2n—
n=1

2e
-2

Detta ar en geometrisk serie. Svar:

Linjir algebra

51. Lat A vara en n X n-matris sadan att det A = 2. Bestdm det 2A.
Svar: det24 = 27!

52. Lat A vara som i foregende uppgift. Berikna det(A3ATA=1A7Y).
Svar:4

53. Beriikna minsta avstandet fran punkten (1,0,4) till planet x — 5y + z = 1.
Svar: 4/+/27

53. Lat u vara ortsvektorn till punkten (5,1,1). Dela upp u i tva komposanter,
varav den ena &r parallell med linjen r(t) = (1 + ¢, 2t, —2 + 2t).

Svar: u = (1,2,2)7 + (4,-1,-1)T
54. Finn alla 2 x 2-matriser A sadana att AT = A~1.

Svar: Om A har element a,b, ¢, d s& ska a® + ¢ = b2 + d?> = 1 och dessutom ska
ab+cd = 0. Ett annat sitt att sdga det héar ar: kolonnerna i A ska vara ortogonala

enhetsvektorer. (Kan ocksa uttryckas i termer av radvektorer)

55. Anta att de inverterbara matriserna A och B uppfyller att det(ABT) = 5. Vad
kan du siiga om det(AB)~! ?

Svar: 1/5
56. Skér linjerna r(s) = (s,2+3s,4) och p(t) = (t +1, 2,5 +t) nagonsin varandra?
Svar: Ja, i punkten (0,2,4) och ingen annanstans.

57. Bestam ekvationen for det plan som innehéller punkten (1,2,3) och linjen
r(s) = (5,2 + 3s,4).

Svar: 3x —y + 3z =10

58. Spegla punkten (1,2,1) i planet 2z — 2y — z = 0.
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Svar: (7/3,2/3,1/3)

59. Finn ett polynom av grad 2 vars graf gar genom punkterna (1,9), (2,16) och
(—1,13).

Svar: 322 — 2z + 8
60. Lat A vara en inverterbar n x n-matris. Bevisa att (AT)=1 = (A=H)T.

Losning: Den matris som #r invers till A7 &r den matris som géanger AT ger E.
Men A7MTAT = (AA=1)T = ET = E si det maste vara den.



