Institutionen fér matematik
KTH

Tentamensskrivning, 2004—05-19, kl. 8.00-13.00.
5B1133, Analytiska metoder och linjéar algebra 2.

Uppgifterna 1-5 svarar mot varsitt moment i den kontinuerliga examinationen. Av dessa
uppgifter skall man bara losa dem som svarar mot moment man inte blivit godkidnd pa under
kursens gang. Bedomning hir dr Godkiand/Underkind.

Uppgifterna 6-10 podngsitts med maximalt 4 podng per uppgift. Betygsgranser:
For betyg 3 kravs godként pa moment 1-5 plus 3 poéng totalt pa uppgifterna 6-10.
For betyg 4 kravs godként pa moment 1-5 plus 7 poéng totalt pa uppgifterna 6-10.
For betyg 5 kravs godkiant pa moment 1-5 plus 12 poéng totalt pa uppgifterna 6-10.

Samtliga behandlade uppgifter skall forses med utforliga 16sningar och motiveringar. Inga
hjalpmedel ar tillatna. Skriv program och grupp tydligt pa omslaget.

1. Lat ej, ey, e5 vara standardbasen for R3. For vilka virden pa konstanten a utgér vek-
torerna fi=e; +aey, fo=e1 +ey+aes, f3=e; +aey +e; en bas for R3?

2. Bestdm en ekvation for tangentplanet i punkten (1,2,3) till ytan 2xy +2 +1ln(z —y) = 7.
x

3. Bestdm alla lokala extrempunkter till funktionen
fley) =y3 —x2 + 2xy — Ty2 + 9y
samt ange deras karaktér.

4. Berékna linjeintegralen

J.(x2+xy)dx + (x + 2y) dy
T
ddr I' &ar réata linjen x +y = 1 fran punkten (1,0) till punkten (0,1).

5. Beridkna flodesintegralen

J @+3,y+22+1) ndS

S
ddr S é&r den del av planet z =4 —x — 2y som projiceras pa triangeln med hérnen i
punkterna (0,0), (1,0) och (0,1). Enhetsnormalen n har positiv z—komponent.

6. Berdkna dubbelintegralen jjx dxdy, dar D &r det dndliga omrade som begridnsas av

D
kurvan xy = 2 och linjen x +y = 3.

7. Bestdm storsta och minsta virdet av funktionen flx,y) =xy di x2 + 4y2 <200, y > 7.

8. Betrakta vektorfiltet F = (y2 + az, bxy, 322 —x), ddr a och b &r konstanter.

a. Bestam a och b sa att filtet F blir konservativt.
b. Bestam for dessa viarden pad @ och b en potential till F.
c. Bestdm for dessa viarden pa a och b det arbete filtet utriattar ldngs kurvan

r(t)=(2cost, sint + cos t, sin t)
fran punkten (2,1,0) till punkten (0,1,1).

9. Beridkna flodet av filtet F = (x22, x2z, xy2) ut ur kroppen 1 <x2 +y2 +22<4,

10. Lat T:R3 — R3 vara den linjdra avbildning som bestir i vridning med vinkeln =
kring linjen (x,y,z) = (¢, 2¢, 3¢). Bestam, om mdjligt, ndgon bas i vilken matrisen for T
iar en diagonalmatris och ange denna matris.
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Vihar f; = (1,a,0), fo =(1,1,a) och f5=(1,a,1). Vektorerna fi, f5, f3 utgoér en bas for R3
om och endast om determinanten

det(f, fo, f3) = =1-a=#0

—

—= Q O

Q = Q

dvs om konstanten a # 1.

Lat flx,y,2) = 2xy +2 + In(z —y). En normal till ytan flx,y,z) = 7 ges av gradienten
x

grad f = <fx,fy,fz>-(2y—22 ox— 1 1, 1 )

z—y x z-y
Da ar grad f(1,2,3) = (1,1,2) en normalvektor till tangentplanet i punkten (1,2,3). En ek-
vation for detta plan ges av grad f{1,2,3) - (x -1,y —-2,2—-3)=0 alltsd x +y + 2z = 9.

‘Svar: x+y+2z=9.‘

Eftersom funktionen fl(x,y) =y3 —x2 + 2xy — 7y2 + 9y har partiella derivator i hela R2
finns alla lokala extrempunkter bland de kritiska (= stationéra) punkterna. Dessa punk-
ter fas ur ekvationssystemet
fr=—2x+2y=0 Ur den foérsta ekvationen fis y = x. Den andra ekvationen
{fj’, =3y2+2x - 14y +9=0 gerda x =1, x =3 dvs punkterna (1,1) och (3,3).
Vihar A=f;=-2, B=f;;=2, C=f,;, =6y —14 och AC —B? =24 —12y. Man far:
I (1,1) ar AC-B2=12>0 och A =-2 <0 = en lokal maximipunkt.
I (8,3) éar AC — B2 =-12 < 0 = en sadelpunkt.
‘ Svar: f:s enda lokala extrempunkt dr den lokala maximipunkten (1,1).‘

Vi parametriserar I x =¢, y =1-¢, dx = d¢, dy = —d¢, t gar fran 1 till 0. Detta ger

j(x2+xy)dx+(x+2y)dy j(t2+t—t2—t-2+2t>dt_f(2t-2)dt_[tz 2t] -1,

r 1

Lat D beteckna triangeln med hornen i punkterna (0,0), (1,0) och (0,1). Vi har
ndS = x(-z;, -z, 1) dxdy = { n har positiv z—komponent } = (1,2,1) dxdy

och

”(x+3,y+2,z+1)-ﬁdS=”(x+3,y+2,z+1)~(1,2,1)dxdy=
S D

=”(x+3,y+2,4—x-2y+1)~(1,2, 1)dxdy=12dedy=12-areanavD=6.

D D

Kurvan xy =2 och linjen x +y = 3 skér varandra da
xy =2 =Sx3-x)=2 =2>x1=1, x9=2
x+y=3 =>y=3-x =y1=2, yo=1

alltsa i punkterna (1,2) och (2, 1) Omradet D gesdaav 2/x<y<3-x, 1<x<2. Vifar
—-x 2

ijdxdy:j.dx jxdy J. [y] dx_jx(3—x—2/x)dx_

2/x 1 7x 1



2 2
=[x —x2-2) de=[3x22 - 293 - 22] =6,
1 1

Eftersom f(x,y) = xy &r kontinuerlig och den tilldtna méngden «x2 + 4y2 <200, y >7 é&r
sluten och begrédnsad sa antar f bade ett storsta och ett minsta varde i midngden. Detta
sker antingen i en inre kritisk punkt eller i en kritisk punkt p& randen eller i en
singuldr punkt.

Inre kritiska punkter: Dessa fas ur ekvationssystemet f;=y =0, f; =x = 0. Vi fir punk-
ten (0,0), men denna punkt tillhor inte den tillatna méngden.

Kritiska punkter pa randen y = 7: Man har flx,y) = xy = 7x = h(x) och ekvationen h’(x) =
0 har ingen l6sning, alltsa det finns inga kritiska punkter pa denna del av randen.
Kritiska punkter pa randen g(x,y) = x2 + 4y2 — 200 = 0 fas med hjilp av Lagranges me-
tod:

Vi loser ekvationssystemet grad f=t¢ grad g under bivillkoret g(x,y) = 0,

fi=tg; y = 2tx
fy=tg, dvs {x=8ty
glxy) =0 x2+4y2-200=0

Ur 4y - ekvationl — x - ekvation2 fis x2 = 4y2 vilket, insatt i ekvation3, ger y = =5, dvs
punkter som inte tillhor den tillatna méngden.

Ur ekvationssystemet x2 + 4y2 =200, y = 7 far man skérningspunkterna mellan rand-
kurvorna. Vi far punkterna (-2,7) och (2,7). Nagra singuldra punkter finns inte.
Sammanfattningsvis far vi punkterna (-2,7) och (2,7). I dessa punkter antar f virdena
—14 och 14 alltsa ‘Svar: Storsta viardet = 14, minsta vardet = —14.

a. Ett nodvandigt krav for att F skall vara konservativt ar att rot F = 0. Eftersom F
ar kontinuerligt deriverbar i hela R2, som &dr enkelt sammanhingande, s dr detta krav
ocksa tillrackligt. Vi har

rot F=00,a+1,by—-2y)=(0,0,00 ©a=-1 och b=2.

‘Svara: a=-1 och b=2.

b. Vi bestdmmer nu en potentialfunktion U till F = (y2 —z, 2xy, 322 — x), dvs vi soker
en funktion U(x,y,z) sadan att grad U = F.
U;,=y2-2z (1
{ U, = 2xy (2)
U =322 —x (3)

Ekvation (1) ger att U =xy% —xz + g(y,2). Derivation med avseende pa y ger U, = 2xy +
g,. Jamforelse med (2) ger att g;(y,2) = 0, och siledes ar U = xy% —xz + h(z). Detta ger att
U, = —x + h~ och jamforelse med (3) ger att h’(z) = 3z3. Saledes 4r h(z) =22 + C och U =
xy2 —xz + z3 4r en potential.

Svar b: U = xy2 —xz + 25.
| |

c. F iar konservativt = arbetet F utrattar dr endast beroende av start— och slutpunk-

terna och ar = U(2,1,0) - U(0,1,1) = 1.

Kroppens rand bestér av sfiren S;:x2 +y2 +22 =1 och sfaren Sg:x2 +y2 + 22 = 4. Vi har
flodet ut ur kroppen = flodet ut ur Sy + flodet in i S;.
Enligt Gauss’sats ar
ﬂﬁdetuturSQ=J. F-ndS={Ky:x2+y2+22<4)} =jjjdiVF dxdydz =
Sp K,

= JJJZZ dxdydz = { sfariska koordinater; 0 <r<2,0<60<m,0<@<2n} =
K,



2

2n T
_ 2 1 [l [~cos®0]" - 128
_Jdrj(;dgoojrzcos% r?sin 6 d6 = [%]0 [(p]o [ cgs ]o_ 1575.

P4 samma sétt far vi att

ﬂtidetiniSI=J‘J‘F-ﬁdS={K1:3c2+y2+22£1}=—J.jjdiv1?’dxdydz=—‘%E

Sl Kl
Svar: 124n .
15

alltsa flodet ut ur kroppen =

10.

124n
15
En sadan bas maste besta av tre linjart oberoende egenvektorer till matrisen for 7. Av
avbildningens geometriska egenskap foljer att linjens riktningsvektor wv; = (1,2,3) av-
bildas pa sig sjdlv alltsd v; &r en egenvektor med egenvirdet A, =1. Om v &r en vek-
tor som &r ortogonal mot wv; s& avbildas v pa vektorn —v alltsd v &r en egenvektor
med egenviardet A = —1. Genom att vélja tva linjart oberoende vektorer v, och wvs, bada
ortogonala mot wvq, far vi en bas v, vy, v3 ivilken T' har en diagonalmatris

100
0-1 0]
0 01

100
Svar: T.ex basen (1,2,3), (2,-1,0), (3,0,—1) och matrisen |:0 -1 0:|.
0 01

T.ex vy =(2,-1,0) och vz = (3,0,-1).




