Institutionen fér matematik
KTH

Tentamensskrivning, 2004—05-19, kl. 8.00-13.00.
5B1119, Vektoranalys.

Uppgifterna 4-5 svarar mot varsitt moment i den kontinuerliga examinationen. Av dessa
uppgifter skall man bara losa dem som svarar mot moment man inte blivit godkidnd pa under
kursens gang. Bedomning hir dr Godkiand/Underkind.

Uppgifterna 6-10 podngsitts med maximalt 4 podng per uppgift. Betygsgranser:
For betyg 3 kravs godként pa moment 4-5 plus 3 poéng totalt pa uppgifterna 6-10.
For betyg 4 kravs godként pa moment 4-5 plus 7 poédng totalt pa uppgifterna 6-10.
For betyg 5 kravs godkiant pa moment 4-5 plus 12 poéng totalt pa uppgifterna 6-10.

Samtliga behandlade uppgifter skall forses med utforliga 16sningar och motiveringar. Inga
hjalpmedel ar tillatna. Skriv program och grupp tydligt pa omslaget.

4. Berékna linjeintegralen
J(x2+xy)dx+(x + 2y) dy
Tr
diar T' &r rata linjen x +y = 1 fran punkten (1,0) till punkten (0,1).

5. Berdkna flodesintegralen

”(x+3,y+2,z+1)~ﬁdS

S
dar S 4&r den del av planet z =4 —x — 2y som projiceras pa triangeln med hornen i
punkterna (0,0), (1,0) och (0,1). Enhetsnormalen n har positiv z—komponent.

6. Berdkna dubbelintegralen J.J-x dxdy, dar D 4&r det dndliga omrade som begridnsas av

D
kurvan xy =2 och linjen x +y = 3.

7. Antag att vektorfdltet F och funktionen f har kontinuerliga partiella derivator.
a. Visa att div rot F = 0.
b. Ar det mojligt att rot grad f = (x,y,2)?

8. Betrakta vektorfiltet F = (y2 + az, bxy, 322 —x), ddr a och b &#r konstanter.

a. Bestam a och b sa att filtet F blir konservativt.
b. Bestam for dessa viarden pa @ och b en potential till F.
c. Bestdm for dessa viarden pa a och b det arbete filtet utrdttar ldngs kurvan

r()=(2cost, sint + cos t, sin t)
fran punkten (2,1,0) till punkten (0,1,1).

9. Beridkna flodet av filtet F = (x22, x2z, xy2) ut ur kroppen 1<x2 +y2 +22<4,

10. Hur stor maximalt kan den generaliserade dubbelintegralen

Wit ae

vara om D A&r ett obegrinsat omrade i forsta kvadranten?

Lycka Till!

Losningsforslag kommer finnas pa adressen
http:/www.math.kth.se/math/student/courses/5B1133/M/200304/tentaopen040519.pdf



Losningsforslag till tentamen i Vektoranalys, 5B1119, den 19 maj 2004.

4. Vi parametriserar I': x =t¢t, y=1—-1¢, dx =d¢, dy =—-d¢, ¢ gar fran 1 till 0. Detta ger
0 0
0
j (% + xy) dx + (x + 2y) dy = j(t2+t—t2—t—2+2t) dt:j(zt—z) de=[r2-2t] =1.
T 1 1 !
5. Lat D beteckna triangeln med hornen i punkterna (0,0), (1,0) och (0,1). Vi har
ndS = (-}, —z;, 1) dxdy = { » har positiv z—komponent } = (1,2,1) dxdy
och
”(x+3,y+2,z+1)-ﬁdS=”(x+3,y+z,z+1)~(1,2, 1) dady =
S D
=”(x+3,y+2,4—x—2y+ D (1,2, 1) dedy = 12”dxdy= 12 - arean av D = 6.
D D
6. Kurvan xy =2 och linjen x +y = 3 skér varandra da
xy =2 =xB8-x)=2 =x1=1, x5=2
x+y=3 =>y=3—-x =y1=2, yo=1
alltsa i punkterna (1,2) och (2,1). Omradet D gesdaav 2/x <y<3-x, 1<x<2. Vifar
2 3—x 2 2
3—x
fodxdy:_[dx jxdy: x[y] dx=jx(3—x—2/x)dx=
D 1 2/x 1 27x 1
2
2
= [(3x—x2 - 2) dx = [3x22 - %3 ~ 22] = .
1 1
Svar: 1/6.
7. a. Lat F = (P, @, R). Vi har
d d 0 - A p- . A D
rot F=|">,7% 2 k&P, Q R)=(R,- z’Pz_Rx, x_P
(axayaZ)X(Q)(yQ Q:-P)
och
div rot F = 9 ,a,a) (R;-Q:, P;~R;, Q;~P;) =
Vo (ax dy 9z =@ @ Y
= Ry~ Qi+ Py~ R+ QG- Py =0,
b. Antag att f &r en sddan funktion och lat F = grad f. D4 géller att
div rot F = div (x,y,2) =3 # 0
vilket strider mot a. dvs dr ej mdojligt.
Svar: ej mojligt.
8. a. Ett nodvandigt krav for att F skall vara konservativt ar att rot F = 0. Eftersom F

ar kontinuerligt deriverbar i hela R23, som dr enkelt sammanhingande, s dr detta krav
ocksa tillrackligt. Vi har

rot F=(00,a +1,by—-2y)=(0,0,00 ©a=-1 och b =2.

‘Svara: a=-1 och b=2.

b. Vi bestdmmer nu en potentialfunktion U till F = (y2 -z, 2xy, 322 — x), dvs vi soker
en funktion U(x,y,z) sadan att grad U = F.
U;,=y2-2z (1
{ Uy = 2xy (2)
U =322 —x (3)



Ekvation (1) ger att U =xy% —xz + g(y,2). Derivation med avseende pa y ger U, = 2xy +
g,. Jamforelse med (2) ger att g;(y,2) = 0, och siledes ar U = xy% —xz + h(z). Detta ger att
U, = —x + h~ och jamforelse med (3) ger att h’(z) = 3z3. Saledes 4r h(z) =22+ C och U =
xy%2 —xz + z3 4r en potential.

Svar b: U =xy2 —xz + 2°.
| |

c. F iar konservativt = arbetet F utréattar dr endast beroende av start— och slutpunk-

terna och ar = U(2,1,0) — U(0,1,1) = 1.

9. Kroppens rand bestér av sfiren S;:x2 +y2 + 22 =1 och sfiaren Sg:x2 + y2 + 22 = 4. Vi har
flodet ut ur kroppen = flodet ut ur Sy + flodet in i S;.
Enligt Gauss’sats ar
ﬂadetuturs2=j F-ﬁdS:{Kzzx2+y2+z2s4}=fﬁdivF dxdydz =
Sy K,
= ”Jzz dxdydz = { sfariska koordinater; 0 <r<2,0<60<m,0<@<2n} =
K,
2 2n T 9
= J dr _[ do J. r2cos20 - r2sin 6 d0 = [rj] . [(p] [_ C0830] 128
57 15
0 0 0
Pa samma satt far vi att
flédet in i S; =”F-ﬂdS S (KpaZ+y?+22<1) dewF dxdydz '_E
Sl Kl
alltsa flodet ut ur kroppen = 121‘5” .
Svar: 124m
15
10. Storsta viardet fas om integranden &ar icke-negativi D, dvsom D gesav x—y 20 och

y >0 (D 4ar en del av forsta kvadranten). Vi substituerar w =x -y, v =1 +x +y.

Omradet D o6vergar da pa omradet G: v >0, v —u > 1. Man far det% = % och
u,v

”ﬁh dy_l_g;idudv=;_l‘. Oju4
=1T014[u2 v- 1J'02 2U+1dv—$

Svar: = .




