KTH Matematik 1

5B1134 MATEMATIK OCH MODELLER
TREDJE FORELASNINGEN

1. OM DERIVATOR

1.1. Tangentens lutning. Ett vanligt sitt att téinka sig derivatan av en funktion f(x) ir att se pa
grafen for funktionen och sedan pa tangentens lutning i en viss punkt. Vi tdnker oss da att det dr
ldtt att inse vad som menas med en tangent, dvs en rit linje som gér genom punkten (a, f(a))
och som pa nagot vis ligger mot grafen.

1.2. Linjar approximation. Ett annat sitt dr att tdnka sig att man forstorar upp omradet kring
punkten (a, f(a)) sé att grafen for funktionen ser ut som en linje. Vi har alltsa att

f(z) ~ f(a) + f'(a)(z — a)

for x néra a.
Vi kan anvinda oss av linjir approximation for att se hur derivatan bor fungera i olika situati-
ner. Exempelvis kan vi se hur derivatan av en produkt bor vara genom att se pa

f(@)g(x) = (f(a) + f'(a)Az)(g(a) + ¢'(a) Ax)
= f(a)g(a) + (f'(a)g(a9 + f(a)g'(s)) Az + f'(a)g'(a) Ax?
~ f(a)g(a) + (f'(a)g(a) + f(a)g'(a)) Az

eftersom Az? #r dnnu mycket mindre om nu Az redan dr mycket litet.

1.3. Feluppskattning. Om vi har mitt upp en storhet  med ett métfel Az men egentliigen vill
ha reda pd y = f(x) kan vi se att miitfelet fortplantas till ett fel i y som ges av

y+ Ay = flz+Az) = f(z) + f'(z) Az
vilket ger
Ay = f'(z)Az.
Vi kan alltsa se att f'(z) talar om hur mycket felet forstoras eller forminskas nir vi riknar ut y
fran det uppmitta virdet x.

1.4. Derivatans definition. Nir vi har de hir tva tolkningarna kan vi se hur man skulle kunna
finna en mer formell och héllbar definition av vad som menas med derivata. Om vi tinker oss den
forsta definitionen kan vi dra en linje gensom punkterna (a, f(a)) och (a+h, f(a-+h)) och se pa
lutningen av denna. Nir A ndrmar sig noll ska lutningen pa linjen ndrma sig tangentens lutning. Vi
har ett striktare matematiskt begrepp som motsvarar att nédrma sig och som vi kallar grdnsvdirde.
Vi ska inte ga mer in pa definitinen av detta eftersom det kommer att studeras ingaende i nésta
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kurs. Tanken dr att vi bara vi gar tillrickligt ndra punkten ar sdkra pa att vi ligger mycket néra
gransvirdet. Vi far alltsa

iy Jlath)—fla) . fla+h)—f(a)
fla) =l = —a i h

1.5. Central differenskvot. Ibland kan dett vara littare att hantera den centrala differenskvoten
fla+h)—fla—h) _ flat+h)—fla—h)
(a+h)—(a—h) 2h
Déremot kan det hiinda att grinsvirdet for denna existerar utan att den vanliga differenskvoten

har négot griansvirde. Ett enkelt exempel pa detta dr nér f(z) = |z|, dvs f(z) = z, forz > 0
och f(z) = —z dd x < 0. D4 blir den centrala differanskvoten for ¢ = 0

fO+h)—f(O0—=h) h—h _
0+h)—(0—h)  2h

for alla ~ > 0, medan den vanliga differenskvoten blir —1 f6r negativa h och +1 for positiva h.

0

1.6. Derivatan av trigonometriska funktionerna. Vi borjar med att derivera sin x i punkten
x = 0. Alltsa dr vi intresserade av griansvirdet av differenskvoten

f(O+h)—f(0) sinh—sin0 sinh
h B h ~h
da h gar mot noll. Vi kan anta att h > 0 eftersom bade tiljare och nimnare byter tecken da A
byter tecken. Genom att betrakta en cirkelsektor i enhetscirkeln med Oppningsvinkel /4 och en

triangel med hornen (0, 0), (1,0) och (cos z, sin h). Enligt areasatsen &r arean av triangeln

% -1-1sinh
medan arean av cirkelsektorn dr h/2. Eftersom triangeln ligger i cirkelsektorn far vi
sin _h
2 T2
och
sin h ]
h <

Om vi 4 andra sidan tittar pa triangeln med horn (0, 0), (1, 0) och (1, tan k) far vi en triangel som
innealler cirkelsektorn. Ddrmed &r

h 1 sin b
— < —-—-1-tanh=
2 2 at 2cosh
vilket ger
sin f > cosh
h
Alltsa maste vi ha )
b < sin h ]
CoS m——
h

for alla h som ligger mellan 0 och 7 /2.
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Eftersom
limcosh =1
h—0
och
Iiml=1
h—0

maste dven grinsvirdet for sin A/h d& h gar mot noll finnas och vara lika med 1. Vi har allsta
kommit fram till att sin z 4r deriverbar i punkten z = 0 och att derivatan ir sin’ 0 = 1,
Vi kan ocksa titta pa derivatan av cos x da x = 0. Vi har da differenskvoten

cosh—cos0 cosh—1 cosh+1cosh—1  cos’h—1 cos’h—1 sin? h

h h “cosh+1 h h(cosh + 1) h(cos h + 1) h(cosh + 1)

Vi ser att beloppet av denna differenskvot dr mindre dn sin /& enligt de ridkningar vi gjort tigigare
med kvoten sin h/h. Alltsd maste gransvirdet av kvoten existera och vara lika med 0.

Vi har nu derivatorna av sin z och cos z i punkten x = 0. For att fa derivatorna i andra punkter
kan vi anvinda additionssaterna

sin(a + z) =sinacosx + cosasinz

Dirmed fér vi att
sin’(a) = sinacos’ 0 + cos asin’' 0 = cosa

och eftersom

cos(a + x) = cosacosz — sinasinx
fér vi ocksa att

cos'(a) = cosacos’ 0 — sinasin’ 0 = —sin a.

Hir har vi anvént linjdritet, dvs att om f(z) och g(s) dr deriverbara med derivator f’(a) och ¢'(a)
i punkten = a sa dr ocksa

h(z) = Af(z) + Byg(z)
deriverbar i x = a med derivata
h'(a) = Af'(a) + Bg'(a).
Det dr klart att vi kan kontrollera linjdritet antingen genom den strikta definitionen av derivatan,

eller genom att betrakta linjdra appoximationer. Det kommer ocksa att bli klart i nédsta kurs att vi
kan gora dessa linjdra approximationer lika rigordsa som definitionen med grinsvérden.

Ovning 1.1. Anviind central differenskvot for att hérleda derivatan av tan z. (Obs! Det fungerar
for att vi redan vet att tan x 4r deriverbar dér den ar definierad.)

Ovning 1.2. Anvind linjiir approximation for att komma fram till formeln for derivatan av en

kvot, h(z) = f(z)/g(z).



