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2 Andra veckan — Trigonometri

L osningsbrslag till uppgifter fr an kontrollskrivningar och tentamina

Ovning2.1 a) Besam samtligadsningar till ekvationen

sin(wt + E) = —l,
2 2
dar w = 1007.
b) Skriv omb sin wt — 12 coswt pa formenA sin(wt + ¢).
c) Beséim det gbrsta och det minstaardet av funktionen

f(x) =asinx +bcosx + ¢

dar a, b ochc ar reella konstanter.

(4)
®3)

(2)

Losning Vi kan borja med att skriva orsin(wt +7/2) = cos(n/2 — (wt +7/2)) = cos(—wt) =

cos(wt). Darmed kan ekvationen ockskrivas som

1
cos(1007t) = ~3

Eftersomcos z antar \ardet—1/2 for z = 27 /3 ochz = —27/3 i intervallet—m < x < 7 far vi

att samtligadsningar till ekvationen

COSTX = —

ges av

2 2
xz%%—%m och xz—%%—%m,

darn ar ett godtyckligt heltal. &ter viinz = wt = 1007t i dessa &r vi

2 2
1007t = % +2orn och 1007t — —g + 2mn,



vilket kan skrivas som

t—1+n och t= 1+n
150 50 150 50°

b) Vi vill f drgdka skrivab sin wt — 12 coswt = Asin(wt+¢). Om vi anander additionssatsen
for sinus &r vi att

Asin(wt + ¢) = Asin(wt) cos ¢ + A cos(wt) sin ¢
Vi bedver darfor ha

Acosp = b5
Asing = —12

Om vi kvadrerar Bgge ekvationerna ochdger ihop &r vi
A%cos? ¢ + A%sin® ¢ = 5% + 12% = 169

som enligt trigonometriska ettan betyder dft = 169 = 13%. Darmed kan vi @lja A = 13.
Satter vi in detta i ekvationerna igearfvi

cos¢p = 5/13
sing = —12/13

och vifar nutan ¢ = sin ¢/ cos ¢ = —12/5. Vikan se att) ska ligga i farde kvadranten eftersom
sinusar negativt och cosinur positivt. Alltsa kan vi skriva

hsinwt — 12sinwt = 13 sin(wt + ¢)

dar ¢ = arctan(—12/5) (= —1, 18, enligt tabell.)
¢) Vi kan precis som i uppgift b) skrivasin z + bcosx + ¢ = Asin(z + ¢) + c. Med hjlp
av additionsformelndr vi igen att

Asin(x 4+ ¢) = Asinx cos ¢ + A cosxsin ¢
och vi far ca att
Acosp = a
Asing = b
vilket pA sammaatt som tidigare ger
A2 =a? + b

Eftersomsin(x + ¢) varierar mellant-1 och—1 kommerasin x + bcos x + ¢ att variera mellan
Va2 +b? +coch—va? + b2 + c.

Svar:

a) Samtligadsningar ges av= +1/150 + n/50, darn ar ett godtyckligt heltal.
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b) 5sinwt — 12 coswt = 13sin(wt + ¢) dar¢ = arctan(—12/5) ~ —1, 18.
c) Det strsta \ardetar c + v/a2 + b2 och det minstérc — /a2 + 2.
Ovning 2.2  a) Besam samtligadsningar till ekvationen
sin4x = cos 5.

®3)

b) Besam samtligadsningar till ekvationen

cosxy —sinx =

Nl

(4)

c) Anvand formeln ér cosinus av dubbla vinkel®f att finna ett exakt uttryclof sin = /12.

(2)

Ldsning a) Vi kan skriva om @ansterledet sorros(7/2 — 4x), och eftersoneos a = cos b, precis
oma = b+ 2mn, ellera = —b + 2mn, for nagot heltal: far vi pa sa satt att bsningen till

cos (Z — 4x) = cos bx
2
ges av bsningarna till ekvationerna
g—4x:5m+27m och g—4x:—5x+27m.

Den forsta av dessa haidningarna

m—4mn  w(l—4n)
2-9 18

r =

och den andra hadsningarna

—7m +4mn  w(4n — 1)
2 2

Tr =

darn i bada fallenar ett godtyckligt heltal.
b) Vi borjar med att skriva omos » — sin z pa formenA cos(z + ¢). Nar vi anvander addi-
tionssatsenddet senaredf vi A cos z cos ¢ — Asin x sin ¢, och liks&ller vi dessa uttryck&r vi

ekvationerna
Acos¢p = 1,
Asing = 1.



Genom att kvadrera och addera desseetkvationerdr vi A%(cos? ¢ + sin? ¢) = A? = 2, dvs vi
kan \alja A = /2. Vi far d& attcos ¢ = sin ¢ = 1//2, och vi kan &lja ¢ = /4. Allts& kan vi

skriva ekvationen som .
\/§cos (a:—l— Z) = —.

4) 2
eller
(=+ 1) =3
COS |\ T — | = —.
4 2
Eftersomcosa = 1/2 fora = +7/3 + 2mn, darn ar ett godtyckligt heltaldr vi
T+ % = ig +2mn
vilket kan skrivas som
—344
xz—%:l:g+27rn:<172)ﬁ+27m.

c) Formeln br cosinus av dubbla vinkeln kan \a fran additionssatsen genom
cos 22 = cos(x + 1) = cosx cos T — sinx sinx = cos® x — sin® x.

Enligt trigonometriska ettan kan vi dessutom skriwg = —sin? z = 1 —2sin? 2. Om vi nu Bter
x = 7/12 har vi att2x = 7/6 och vi kanner till det exaktaardet Hr cos I1/6, namligen+/3/2.
For att fa reda pusin /12 = sin 2 betbver vi l6sa ekvationen

3
1 — 2sin? (1> V3
12) " 2

Vi kan skriva om den som

9 ( m ) 2 -3
Sin — | =

12 4
och genom att dra roten ur detéar fvi

n(55) =55
S1n 12 = B

eftersom vi vet atsin(7/12) ar positivt.
Svar:

&

a) Losningarnarx = w(1 — 4n)/18 ochaz = w(4n — 1)/2 darn ar ett godtyckligt heltal.

b) Losningarndrz = (—3 + 4)7/12 4 27n darn ar ett godtyckligt heltal.

c) Ett exakt\ardearsin(r/12) = (/2 — v/3)/2.



Ovning 2.3  a) Besam samtligadsningar till ekvationen
tan 2z = V/3.
®3)

b) For att bestmma extrenérdena br funktionenf (x) = sin 2z cos x leds man till att finna
nollstallena till derivatang(x) = f'(x) = 2 cos 2z cos z — sin 2z sin z. Forenkla uttrycket

for g(x) och besim alla bsningar till den trigonometriska ekvationef) = 0. (4)
c) Harled formeln
cos T _ 7\/5(1 V)
12 4
med h@lp av rdgon av additionsformlerna. @)

Losning a) Eftersomsan x ar periodisk med period far vi atttan 22 ar periodisk med period
7/2. For —m/2 < x < /2 antartan z varje varde precis enang, ochtan /3 = /3. Vi far
darfor att samtligadsningar till ekvationen ges av

20 =7/3+nnw
ellerz = 7/6 + nm /2, darn ar ett godtyckligt heltal.
b) Vi far amanda oss av formlerna@f dubbla vinkeln, dvs
2

cos2x = cos(x + x) = cos®x —sin“x
sin2x =sin(r + ) =sinxcosz + cosxsinz = 2sinx cos

2

Nar vi satter in dessa i uttryckedf g(z) far vi
g(x) = 2(cos® v — sin® ) cos & — 2sin x cos x sinx = 2 cos x(cos*  — 2sin® x).

Vi ser nu attg(x) = 0 precis om antingenos z = 0, dvs omz = 7/2 + nm, eller omcos? z —
2sin” x = 0. Det senare kan skrivas om samm? » = 1/2, eftersom vi kan utg fran attcos =
inte ar noll. Alltsa blir losningarnadr den andra delen athn = +1/+/2, vilket betyderr =
+ arctan 1/\/5 + nm.

¢) Vi kan annda oss av att/12 = 7/3 — 7/4 och att

cos(x —y) = cosxcosy + sinxsiny

vilket ger
T (7T T T 7T+,7r_7r 1\/§+\/§\/§
COS— = COS| — — — ] = COS — COS — S — S —_ = —— _—
12 3 1 R T TS T
V2V V2(1+ V)
B 4 N 4

vilket skulle visas.
Svar:



a) Losningarnarz = 7/6 + nw/2, darn ar ett godtyckligt heltal.

b) Vi kan skrivag(z) = 2cosx(cos?z — 2sin®z) och ldsningarnar 2 = 7/2 + nn, och
r = +arctan(y/2/2) + nm ~ £0,62 + n7 darn ar ett godtyckligt heltal.

Ovning 2.4  a) Skriv omsinz — /3 cos = p& formenA sin(z + ¢). 3)
b) Anand resultatet fan a) or att besimma samtligadsningar till ekvationen

sinx — \/§cosx: \/§

4)
c) Harled, med hilp av additionsformlerna och trigonometriska ettan, forméinsin(z/2)
uttryckt i cos x. (2)

Losning a) For att skrivasin z — v/3 cos  som A sin(z + ¢) ser vi g hur additionsformelniir
sinus fungerar. Vidr

Asin(x 4+ ¢) = Asinx cos ¢ + A cosxsin ¢
och darmed skulle vi betiva ha

Acos¢p = 1,
Asing = —+/3.

Pa grund av den trigonometriska ettam /i A% = 12 + (—+/3)? = 1 + 3 = 4, och vi kan \alja

A = 2. Dafar vi
cosp = 1/2
sing = —+/3/2.

vilket ar uppfylit for ¢ = —x /3. Darmed kan vi skrivain z — /3 cos x som2sin(z — 7/3).
b) Vi skriver nu om ekvationen som

2sin(z — 7/3) = V2

vilket ar detsamma som Y

2

Sin(.fl? — 71'/3) == 7

Eftersom sinusfunktionen antaardety/2/2 for /4 + 27n och3r /4 + 27n far vi losningarna
genom

r—7m/3=n/442mn

och
r—7/3=3n/4+ 2mn.
Detta ger
G )
Tr = 12 ™n

6



och
137 4o
r = — ™
12

darn ar ett godtyckligt heltal.
c) Eftersom additionsformelrdf cosinus tillsammans med trigonometriska ettan ger
cos(2y) = cos(y +y) = cos®y —siny = 1 — 2sin’y
kan vi skriva
. 9 1 — cos2y
sin“y = 5

och medy = z/2 far vi
.o 1l—cosx
sin® — = ———
2 2

Nar vi drar roten ur dettaf vi alltid nagot icke-negativt. Eftersosinz/2 > 0for0 < x < 2«
ochsinz < 0 for 27 < z < 4, far vi

i \/@ om0 < z — 4mn < 27 for nagot heltal,
2 —/ =32 om2r < z — 4an < 4r for nagot heltak.

Svar:
a) sinx — v/3cosz = 2sin(x — 7/3).
b) Losningarndrz = 7r/12 + 27n ochx = 137/12 + 27n, darn ar ett godtyckligt heltal.

c) sin(z/2) = #4/(1 — cosz)/2, med positivt tecken omrn < z < 4wn + 27 for nagot
heltaln, annars negativt.

Ovning 2.5 a) Besam samtligadsningar till ekvationen (4)
(o= 5) =7
cos(3x — — | = ——#=.
4 V2
b) Anvand additionsformlerna och trigonometriska ettémn &tt skriva omsin 3x som ett po-
lynom isin z ochcos 3x som polynom ¢os x. (5)

Losning a) Om0 < y < 2w ochcosy = —1/+/2 mastey = 3 /4 ellery = 57 /4. Alltsa finns
enbart bsningar om

3
3x—%:£+27m
eller 5
T T
_ L2049
3z 1 1 + 2m™n



darn ar ett godtyckligt heltal. ®r vi ldser utr ur dessa ekvationeaf vi

T+ 2mn 3m +4mn
r=—— eller r=——.
3 6

b) Vi anvander ossdrst av additionsformlernadf att skriva omsin 2z och cos 2z. Vi far
sin2x = sin(z + z) = sinxcosx + cosxrsinz = 2sinz cosz 0Chcos2z = cos(z + x) =
cos? x — sin? z, vilket med hjlp av trigonometriska ettan kan skrivas s@mros?z — 1 eller
1 —2sin’z.

Vi borjar medsin 3z och far

sin3z = sin(2x + x) = sin 2z cosx + cos 2z sin x
= (2sinz cosx) cosz + (1 — 2sin® z) sinx
= 2sinz(1 —sin®z) + sinx — 2sin® 2 = 3sinz — 4sin’ z

somar ett polynom kin x. Pa liknande &tt far vi medcos 3z att

cos3xr = cos(2z + x) = cos2x cosx — sin 2z sinx
= (2cos’x — 1) cosx + (2sinz cos x) sinx
=2cos®z — cosz — 2(1 — cos* z) cosx = 4 cos® x — 3cos x.

Svar:
a) Losningarnarz = 7/3 4 2mn/3 ochx = /2 + 27n /3, darn ar ett godtyckligt heltal.

b) Vifar attsin 3z = 3sinz — 4sin® x ochcos 3z = 4 cos® z — 3 cos .



