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4 Fjarde veckan — Derivator med tillampningar

L 6sningsbrslag till uppgifter fr an kontrollskrivningar och tentamina

Ovning 4.1 Betrakta funktionen

Sinx — Ccosx

fla) = =—
a) Formulera regelndr derivering av en kvot och aéwnd den or att berdkna derivatan av
f(z). Forenkla uttrycket & langt som rjligt. (3)

b) Skissera graferdf f(x) pa intervalletd < z < 7 och besim maximum och minimum av
f(x) pa samma intervall. (4)

c) Funktioneny = f(x) &r losningen till erdifferentialekvation
y' +ay + by =0.
Bestim konstanterna ochb. (2)

Losning Deriveringsregelndr en kvot siger att omf(z) = g(z)/h(x) ochg(z) ochh(x) ar
deriverbara&ar f(x) deriverbar med derivata

i 9 @h(x) — g(@)(z)
f (m) - h(l‘)z :

| vart fall har vig(z) = sin(x) — cos(x) ochh(z) = ¢®. Eftersom R&da dessar deriverbara med
¢ (z) = cos(z) + sinx ochh/(x) = e* far vi

) = (cosx + sinz)(e”) ; (sinx — cosx)(e”) _ 2cosz N
e-r e’

b) For att finna maximum och minimumégntervallet undeksker vi intervalletsandpunkter
och nollstllena hos derivatayi (x). For z = 0 far vi

f(0) = (sin0 — cos0)/e’ = (0—1)/1 = —1.



Forz = 7 far vi
f(m) = (sinm —cosm)/e" = (0—(=1))e " =e".

Nollstallena Br derivatanf’(z) ges enligt a)dsningarna till ekvationen
2¢ “cosx =0

Eftersome™* aldrig kan vara noll, ockos z = 0 precis Brz = /2 i intervallet0 < x < 7 far
vi att det enda nollgtllet vi belover betraktarz = 7/2. For x = 7 /2 har vi

f(n/2) = (sin(r/2) — cos(m/2))/e™? = (1 — 0)e ™? = /2,

Eftersome™ ar en avtagande funkticir e=™/2 > e~ och darmedar e~™/? funktionens maxi-
mum & intervallet. Funktionens minimum ges av eftersom de andra&wardena var positiva.
Grafen br funktionen ges av

¢) Vi har redan &knat utf’(x), men belver fortsitta med
/() = (2e7 " cosx) = —2e " cosx — 2 Fsinx = —2e “(cos + sinx).
Om vi nu satter iny = f(z) i y” + ay’ + by = 0 far vi
—2e *(cosx +sinz) + 2ae”* cosx + be” “(sinx — cosx) =0
och eftersone = inte kan vara noll kan vi dividera med det och f
—2cosx — 2sinx 4+ 2acosx + bsinx — bcosx = 0.
Om vi samlar ihop sinus och cosinu® fsig blir det
(b—2)sinz + (2a —b—2) cosz = 0.

Om vi nu satter inz = 7/2 far vi atth = 2 och satter viinz = 0 farvia = (b+2)/2 =
(2+2)/2 = 2. Eftersom hela&nsterledetablir nollar f () en bsning till differentialekvationen
y' + 2y + 2y =0.

Svar:

a) f'(x) =2e " cosz.

b) Maximumar f(r/2) = e~™/% 2 0,21 och minimumar f(0) = —1.

c) Konstanterna ges av=0b = 2 ochy = f(x) ar en bsning tilly” + 2y’ + 2y = 0.
Ovning 4.2 Betrakta funktionerf(z) = sinz + 2 cos z.

a) Formulera kedjeregeln och a&md den &r att betdkna derivatan av funktionef{z). (3)

b) Beséim riarmewarden till maximum och minimundif f(z) pa intervallet0 < z < 27 med
tva gallande siffror. (4)



c) Beséim exakta &rden Hr maximum och minimundff funktionenf(x). (2)

Losning a) Kedjeregeln@ger att derivatan av en sammattsing av funktionerf'(z) = h(g(z)),
ges av

F'(x) = W(g(x))g' ().
| vart fall betover vi anvanda kedjeregelngptermencos? x somar sammarggtningen avi(z) =

22 och g(z) = cos(z). Eftersom derivatan a¥(x) ar »/(z) = 2z och derivatan ay(z) ar
¢ (r) = —sinz far vi att derivatan avos® z ar

2(cosx)(—sinz) = —2coswsinx
och derivatan ay (z) blir darmed
f'(z) = cosx + 2(—2cosxsinz) = cosx — 4 coszsin .

b) For att finna maximum och minimundpntervallet bebiver vi se @ intervalletsandpunkter
och nollstllena till derivatan. (Funktionen har en derivata i alla punkfengpunkternarz = 0
ochz = 27 och funktionen antar sammaénde i dessa punkter eftersorde sinus och cosinus
ar periodiska med peria2lr. Vifar f(0) = f(27) = sin0 + 2 cos? 0 = 2.

Nollstallena till derivatandr vi genom attdsa ekvationerf’(x) = 0, dvs

cosx —4cosxsinx = 0.
Vi kan faktorisera den som
cosz(l —4sinz) =0
och ser att vi hardsningar omcosz = 0 eller 1 — 4sinxz = 0. Det forsta tander precis @
r = 7/2, ellerz = 37/2, och vi far i dessa fall att
f(r/2) =sinm/24+2cos’m/2=1+2-0*=1
respektive
f(37/2) =sin3n/2 +2cos*37/2 = —1 +2-0* = —1.

Det andra BAnder @&
sinz = 1/4.

For att finna irmevarden kan vi se i tabellen att detta @ffar Bz ~ 0, 25. Eftersomsinz =
sin(m — z) hander det ocksnarz ~ 2,89. Vi far ca
£(0,25) =sin 0,25+ 2cos?0,25 ~ 0,25+ 2 - 0.97> ~ 2, 1

Eftersom2, 1 ar det sbrsta av de fyra ardena vi baiknatar det maximum @ intervallet. Det
minsta\ardet av de fyrar —1, vilket ger minimum av funktionen.

c) Omsin x = 1/4 far vi enligt trigonometriska ettan att
1)2 ~16—1 15

COSQI:1—Sin2£E:1—( = —
4 16 16

3



och carmedar ) 5 2415 17
— si 2 2 = — 2— = -
f(x) =sinzx + 2cos x 1 + 16 3 g
vilket ger ett exakt &rde Hr maximum. Minimumar redan angivet exakt i b).
Svar:

a) Derivatan avf(z) ar f'(z) = cosx — 4 coszsin .
b) Maximum avf(x) ar2,1 och minimum-1,0, pa intervallet) < z < 2.

c) De exakta @rdena ®r maximum och minimunar 17/8, respektive—1.
Ovning 4.3 Betrakta funktionerf (z) = z(3 — z)e~*/2.

a) Berdkna derivatan av funktionef{z). Ange noggrant vilka deriveringsregler som ands.

(4)

b) Besim maximum och minimurdrf f(x) pa intervallet0 < z < 10 och skissera grafen
for f(x) pa samma intervall. (5)

Losning a) Vi borjar med att skrivef (z) = (3x — 22)e™/? = g(z)h(x), dar g(v) = 3z — 22
ochh(z) = e~*/2, och anander produktregelrof att & f/(z) = ¢'(x)h(z) + g(x)h' ().

Vi behdver nu deriveray(z) och h(x). Eftersomg(z) ar ett polynom kan vi arénda oss
av regeln &r derivering av polynom ochéf ¢'(z) = 3 — 2. Derviatan aw?® are® och enligt
kedjeregelndr vi atth’(z) = (—1/2)e~*/? eftersom derivatan avz/2 ar —1/2. Sammantaget
far vi

_671/2 _ 6 — Tx + 2 e—m/Q
2 2 ’

f'(@) = g'(@)h(z) + g(2)l/ (x) = (3 — 2x)e™*"* + (32 — 2?)

b) For att finna maximum och minimundpntervallet bebiver vi se @ intervalletsandpunkter
och nollstllena till derivatan. (Funktionen har en derivata i alla punkfengpunkterngrz = 0
ochz = 10 och £(0) = 0(3 — 0%)e~%2 = 0 och f(10) = 10(3 — 10)e™1%/2 = —70e™ ~ —0, 47.

Nollstallena till derivatandr vi genom attdsa ekvationerf’(x) = 0, dvs

6 —7v+ 22
— €

—z/2 _ 0
2

Eftersome=*/2 aldrig ar noll ar detta ekvivalent med

22 —Tr+6=0

och vi kan bsa andragradsekvationen, exempelvis genom kvadratkompletteringargah-f
7/2)? — (7/2)* + 6 = 0, vilket ger (z — 7/2)? = 25/4. Alltsd master — 7/2 = +5/2, dvs
xr=T7/2+5/2=6ellerc =7/2—-5/2 = 1.

Vi ser att derivatar@r positiv Or 0 < x < 1, negativ br 1 < = < 6 och positiv br xz > 6.
Darmedar » = 1 ett lokalt maximum, ochf (1) = 1(3 — 1)e™'/? = 2712 ~ 1,2. Vidarear
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r = 6 ett lokalt minimum medf(6) = 6(3 — 6)e %2 = —18¢~3 ~ —0,9. For att veta om
x = 1 ar ett globalt maximum @ste vi pmfora medf(10), och ser d att f(1) > 0 > f(10).
Pa sammaatt maste vi amfora f(6) med f(0) och ser attf (6) < 0 = f(0). Alltsdar maximum
f(1) = 2e~Y2 och minimumf(6) = 1873,

For att skissera funktionens graf &nar vi ocka nollstillena till f(z). Dessa ges av = 0
ochz = 3, eftersome=*/2 inte ar noll.

Svar:

a) Derivatan avf(z) ar f'(x) = (6 — Tz 4 22)e~%/2/2.

b) Maximum avf(x) ar2e=%/2 ~ 1,2 och minimumar —18¢~3 ~ —0, 90.
Ovning 4.4 Betrakta funktionerf (z) = (z* — z)e?".

a) Berdkna derivatan av funktionef{z). Ange noggrant vilka deriveringsregler som ands.
4)
b) Besim maximum och minimurdrf f(x) pa intervallet—1 < z < 1 och skissera grafen

for f(x) pa samma intervall. (5)

Losning a) Vi borjar med att skrivgf (z) = (22 — x)e?® = g(z)h(x), dar g(z) = 2? — x och
h(z) = €22, och anénder produktregelrdf att a f/(z) = ¢'(x)h(z) + g(x)W ().

Vi behover nu derivergy(z) och h(z). Eftersomg(z) ar ett polynom kan vi arénda oss
av regeln &r derivering av polynom ochéf ¢’(z) = 2z — 1. Derviatan aw?® ar e® och enligt
kedjeregelndir vi atth/'(z) = 2¢** eftersom derivatan ar ar2. Sammantagetf vi

f'(x) = ¢'(x)h(z) + g(z)h (z) = (22 — 1)e** + (2° — 1) - 2** = (22 — 1)e**

b) For att finna maximum och minimun@pntervallet bebiver vi se @ intervalletéandpunkter
och nollstllena till derivatan. (Funktionen har en derivata i alla punk#&ndipunkternair z =
—lochz =1ochf(—1) = ((—1)2 = (=1))e*=Y = 2e72 ~ 0,27 och f(1) = (12 — 1)e*! = 0.

Nollstallena till derivatandr vi genom attdsa ekvationerf’(x) = 0, dvs

(227 — 1)e** =0
Eftersome?® aldrig ar noll ar detta ekvivalent med
202 —1=0

och vi far losningarnar = +1/+/2 som kada ligger i intervallet-1 < z < 1.
Funktionens @rde i derivatans nollatlen ges av

f(=1/v2) = ((—ﬁf - (—ﬂ>) e V2 = 1+2\/§€_ﬁ ~ 0,29
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F/V2) = ((?) — g) eV? = %M ~ —0,85

Nar vi jamfor de fyra nijliga extrempunkterna ser vi att debstta \ardet ges ay'(—v/2/2),
och det minsta ay (1/2/2).

For att skissera funktionens graf Bé&nar vi ock& nollstllenatill f(z). Dessa ges av nolkdtena
till 22 — z, dvsz = 0 ochz = 1, eftersome2® aldrig ar noll.

Svar:
a) Derivatan avf(z) ar f'(z) = (22 — 1)e*®.
b) Maximum avf (z) ar (1 + v/2)e~v2 a2 0,29 och minimuméar L (1 — v/2)e¥? ~ -0, 85.

Ovning 4.5 a) Derivera funktionerf(z) = 8 cos*z — 8 cos? z. (Var noggrann med att ange
vilka deriveringsregler som aawds.) (2)

b) Derivera funktionery(x) = cos 2z sin 3z. (2)

c) Besaim ett \arde p konstanter: sa att funktionem(z) = e sin? z far ett lokalt maxi-
mum i punkterr = /3. (5)

Losning a) Vi kan skrivaf(z) = p(cosx), darp(z) = 8z* — 8z2. Derivatan av den inre funktio-
nen,cos z, ar — sin z och vi kan anénda kedjeregelrdf att skrivaf’(xz) = p'(cosz)(—sinx).
Eftersomy/(z) = 8 - 42® — 8 - 2 far vi

f'(z) = (32cos®  — 16 cos x)(— sinz) = —32cos® xsinx + 16 sin z cos .

b) Vi kan har ananda produktregelngpfunktionernacos 2z ochsin 3x. For derivatorna av
dessa bebvs dessutom kedjeregeln som ger att derivatato@z ar —2 sin 2x och derivatan av
sin 3z ar 3 cos 3z. Produktregeln ger nu att

g'(x) = —2sin 2z sin 3x + cos 223 cos 3x) = —2sin 2z sin 3x + 3 cos 2z cos 3.

c) Eftersom funktionerh(z) ar deriverbaverallt maste den vid ett lokalt maximum ha ett
nollstalle i derivatan. Vi ska @rfor forst derivera funktioneh(z) = e sin® . Vi anvander pro-
duktregeln @ de ta funktionerna®® ochsin? z. For att beikna derivatorna av dessa lbebr vi
kedjeregeln som ger att derivatansan’® = ar 2 sin = cos z och derivatan a¥®® arae®. Produkt-
regeln ger nu att

B (z) = e*2sinx cos v + ae®” sin’ x = e* sinx(2cosz + asinx).

Faktorne®® kan aldrig vara noll och faktorsin = ar noll precis vid alla multipler aw. For att
det skall finnas ett nollétle i dervatan i punktem = /3 maste allt& faktorn2 cos z + asinz
vara noll dr, dvs

2 — + in— = 0.
COS3 CLSIH3



Nar vi loser ute ur detta sambandf vi

s
COSs 3

1
—_9 =922 )
@ sin I @ V3
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For att se om det verkligerdr sig om ett lokalt maximum studerar vi derivatans tecken runt
nollstallet. Faktorernain z och e ar bada positiva i Arheten av nollgtlet. Faktorm cos z —
(2/+/3) sinz &r positiv iz = 0 for att sedan avtanda tillz = 7/2 eftersomcos = ar avtagande
ochsin z ar vaxande g intervallet(0, 7 /2). Alltsa ar derivatan positiv till @nster ome = 7 /3

och negativ till lvger, vilket visar att det verkligear ett lokalt maximum.

Svar:
a) Derivatan avf(z) ar f'(z) = —32cos® zsin x + 16 cos x sin z.
b) Derivatan ay(x) arg¢'(z) = —2sin 2z sin 3z + 3 cos 2z cos 3z.

c) Funktionen har ett lokalt maximum i punkten= 7/3 oma = —2/3.



