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5 Femte veckan — Integraler med tilampningar

L 6sningsbrslag till uppgifter fr an kontrollskrivningar och tentamina

Ovning5.1 a) Besam arean av onérdet mellan grafernad funktionernaf(x) = cos z och
g(x) = sin 2z paintervalletd < z < /2. (4)

b) Kurvany = z(1 — z) pa intervallet0 < x < 1 roterar kring z-axeln och beginsar
pa s vis en tredimensionell kropp. Bast med Hilp av en integral volymen av denna
rotationskropp. 3)

c) Nar ett om@de ovanfr z-axeln roteras kringz-axeln kan volymenof den uppkomna
rotationskroppen beskrivas samr A dar A ar arean under grafen som roteras ogclar
avs@indet fdn om@dets tyngdpunkt tilk-axeln. Besim tyngdpunktensdid dver z-axeln
for det oméde som roteras i b). (2)

Losning a) Vi betbver forst skaffa oss en bild av hur graferr@a funktionerna ser ut. @t sin 2x
arintervalletd < x < 7/2 en halv period, medan deirfcos = ar en fardedels period.

Arean mellan graferna ges av

/2
| 15@) = g@lda

och vi maste finna varf(z) < g(z), respektive tartom. Det finns t& skarningspunkter i inter-

vallet och de ges av ekvationeim 2z = cos z. Eftersomsin 2o = 2 sin z cos z, maste antingen

2sinz = 1, ellercos x = 0. l intervallet0 < z < /2 hander detéx = 7/6 ochz = /2.
Alltsa far vi att

/2 /6 /2
/ | sin 2x — cos z|dx = / (cosx — sin 2x)dx — // (cosx — sin 2zx)dx
0 0 /6

En primitiv funktion till 2(x) = cos z — sin 2z far vigenomH (z) = sin z + 1/2 cos 2z eftersom
H'(xz) = cosz + 1/2(—2sin2z) = cosz — sin 2z enligt kedjeregeln.



Darmed #r vi att arean mellan graferréa

) cos 2x77/6 ) cos 2x77™/?
sinx + } — |smx + }
0 /6
= (sin7/6 + cosm/3 _ sin0 — COSO) — (sinm/2 4+ C8T sinm/6 — COS;/B)
1 1 1 —1 1 1 1 1 1
0 ) (1t — sy ==
(2+4 2) ( + 2 2 4) 4+4 2

b) For att fa rotationskroppens volyndf kurvany = h(x) = x(1 — x) kan vi amanda oss av

1
V= 7r/ h(x)*dz
0
som i\art fall ger

1 1 1
V = 7r/ (z(1 —2))de =7 / (1 —2)de =7 / 23(1 — 2z + 2?)dw
0 Jo 0

1 2 1Y 10m—15m 467w
2 3 4 T 3 Ta, T 5
7r/0(x x° + x%)dx 57 4$+5a:0 30 30
c) For att kunna ananda den givna formeli] = 27r A, for att beéknar maste vi akna ut
arean av onadet. Eftersomx(1 — ) ar positiv @ hela intervallet ges arean mellan kurvan och
zr-axeln av

A= /0133(1 —x)dr = /01(95 — 2%)dx

Om vi nu lbser utr ur den givna formelnér vi avsiindet mellar:-axeln och tyngdpunkten till

3

x_Q_ac3]1_(1 1. 0 0 1
2 0

Vv /30 1
== = —,
2w A 27r/6 10

Svar:

a) Arean av onmadet mellan grafernar1/2.

b) Rotationskroppens volyr = /30.

c) Avstandet fn omadets tyngdpunkt tilk-axelnar 1/10.
Ovning5.2  a) Besam volymen av den rotationskropp som uppkomraéaivany = /1 — 22
roterar kring z-axeln @ intervalletd < = < 1/2. (3)

b) Anand partiell integration dr att berakna integralen
/ z? sin zdz.
0

(4)



c) Berakna integralen
V2
/ V2 — x%dx
0

med h@lp av variabelbytet = 2 — z2. (Ledning:2/3z+/z ar en primitiv funktion till,/z.)
)

Losning a) Rotationskroppens volym ges av
1/2
V :/ mydx
0
| vart fallary = /2 — 22, vilket ger

V = 01/2 ﬂ\/m2dx = f01/2 (2 — 2?)dx = [71'2]) — W%} V2
2w s (0 o 0) _ 24r—7m _ 237 0

24 24 ¢

b) Vi borjar med att an&nda partiell integration erégg och &r

/7r r?sinzdr = [:132(— Cos :E)r - /7r 2x(— cosx)dx
0 0 0 - -
= (7*(—(=1)) — 0*(=1)) +/ 21 cos xdxr = 7° +/ 22 cos xdr.
0 0
Vi anvander sedan partiell integration igea gen andra termen océrf
/ﬂ 2zcosxdr = [2zsinz]y — [ 2sinzdr = (0 —0) — [2(—cosx)];
0
= (2~ (1))~ 2(~1)) = 4

Sammantage#@f vi
/ 2 sin xdx = 72 +/ 2x cos xdx = 7% — 4.
0 0

c) Variabelbytett = g(z) = 2 — 22 gerdt = ¢/(x)dx = —2zdx ochxzdr = —1/2dt. Vid
z = 0harvit = g(0) = 2 — 02 = 2 och vidz = v/2 har vit = g(v/2) = 2 — v2' = 0. Allts&
far vi med variabelbytet att

/Oﬁx\/mmﬁ _ [; VE(—1/2)dt = Et\/{:_ﬂz —(0- ;wi_;) _ 2\3/5

Svar:
a) Volymenar 23 /24.

b) Ji 2?sinzdr = 7% — 4.



C) foﬂx\/2 — 22dx = 2v/2/3.
Ovning 5.3 a) Befakna integralen

T
/ |sinz — cos 2z | dx.
0

(4)
b) Anand Prst variabelbytet = In z och sedan partiell integratiordf att bef@kna integra-
len
2
/ (Inz)*dx.
1
)

Losning a) Vi belver forst se var det somat innanbr beloppsteckear positivt, respektive
negativt. Vi ser p grafen av funktionernf(z) = sin(x) ochg(z) = cos(2z).

Skarningarna mellan graferna ges av ekvatiosi@n: = cos 2z, som har dsningarnar =
/6 ochz = 57 /6 i intervallet0 < z < 7. Ett satt att se deér att skrivasin z = cos(7/2 — ),
och se attr /2 — v = +2z + 2n.

Vi besémmer en primitiv funkiondr sin = — cos 22 genom att vi vet att derivatan avs = ar
— sinz och derivatan awin 2x ar 2 cos 2z. Alltsa far vi att— cos z — (1/2) sin 2z ar en primitiv
funktion for sin x — cos 2.

Vi kan nu dela upp integralen i tre delar;

/6 /6 in?2 /6
/ |sinx — cos 2z|dx :/ —(sinz — cos 22)dz = — [—Cos:c— sm2 x]
0 0 0
__(_Q_E)Jr(_l_g)_ 3V3 —4
B 2 4 2" 4
5m/6 57/6 in?2 5m/6
/ |sinz — cos 2x|dx = / (sinx — cos2x)dr = {— cosz — oo m}
/6 /6 2 /6
(V3 —ﬁ) (ﬁ Q)_esﬁ_wﬁ
B 2 4 2 47 4 2
och
T m . sin 2277
/ |sinz — cos2z|dxr = / —(sinz — cos 2x)dx = — [— cos T — }
57/6 57/6 2 Isn/e
=
B 4 2 47 4

Sammantagef vi att

s
/ |sinz — cos 2z|dx =
0



b) Vi borjar med att gra variabelbytet = In(x). Eftersom detta motsvarar = e’ far vi

dx = e'dt och , -
/ (Inx)*dz :/ t2eldt
1 0

Vi behdver nu an@nda partiell integration oclaf

In2 n In2
/ fPetdt = [tht}l g / 2te dt
0 0 0 n2 In2
= (n2)*-2 - 0) — 2], +/ 2t dt
0
= 2(In2)* - (2(n2) -2 - 0) + [2¢/] "
=2(In2)*> —4(In2) +(2-2-2-1) =2(In2)* — 4(In2) + 2 ~ 0, 19.
Svar:

a) [ |sinx — cos 2z|dr = 3v/3 — 2.
b) [i(Inz)%dr = 2(In2)? — 4(In2) +2 ~0,19..

Ovning 5.4  a) Bestim arean mellan grafernaf funktionernaf (z) = e ochg(z) = ¢ pa

intervallet—1 < z < 1. (4)
b) Berdkna integralen
/ xrsinx dx
0
med h@lp av partiell integration. (3)

c) Anvand en trapetsmetoden med fyra delintervatl dtt fa en numerisk approximation av
samma integral som dfegaende deluppgift. (2)

Losning a) Vi behbver forst se var den ena funktionansbrrean den andra. Skningspunkterna
mellan graferna ges a¥* = e*, vars endadsningarz = 0. Forz < 0 are® > e** ochforz > 0
are?® > e, Vifar alltsa dela in intervallet i ta delar br att beeikna arean mellan kurvorna.

[ =y = e - 1} I S S N et o W Vi
—1 2 _1 2 2 2 2
och
1 1 1 e2 1 e2 — %2 +1 (6—1)2
2z x 2x T 0 0
_ dr = | = _ _c 2 _ _ .
J e e [26 e]o > a0 T 2 >

Den sammanlagda arean blir

71_12 _12 1 2 _12
e e Qe m s




b) Vi anvander partiell integraion genom att integreiaz och deriverar. Pa sa vis far vi

/wasinxdx = [z(—cosz)]; — Oﬂ(— cosx) dx
=7(—(—1)) = 0(=1) + [sinz]; =7+ (0—0) = 7.

c) Om vi delar in intervallet i fyra delai@f vi enligt trapetsregeln approximationen

[ 1@y de = S(70) + 20/ + 20 (7/2)+ 2 Gr/) + f0) ]

| vart fall blir detta

3r 3 7 371/2
g<0sin0—i—2§sin£—i—nging—i—Qzﬁsmzﬂ—i—ﬂsinW) :%(%fjuﬂ Wf)

7T2
= g(\/iﬂ) ~ 2,98

Svar:
a) Arean mellan kurvorna ges &” + 1)(e — 1)?/2¢? ~ 1, 68.
b) Jg zsinxdr = .
c) Trapetsmetoden gef(v/2 +1)/8 ~ 2,98.
Ovning 5.5 a) Berkna integralen
[ rayian
dar f(x) = e* — 1 for alla reella z. 3)

b) Berakna integralen
1
/ (1 —2?)e” do
0
med h@lp av partiell integration. 3)

c) Latg(t) vara en periodisk funktion med peri@doch lat a vara en reell konstant. Visa att

(n+1)T T
/ e f(t)dt = K / e f(t)dt
nT 0

for ndgon konstanf” och besim denna konstant. 3)

Losning a) Eftersomf(z) = e® — 1 &r f(x)? = €2® — 2¢* + 1. Vi ska alltsa beékna integralen

2
/ (e* —2¢" + 1) dx
0



En primitiv funktion till e* ar e®. Derivatan ave®* ar 2¢2* och darmedar ¢**/2 en primitiv
funktion till e2=. Alltsa far vi

9 2z 2 1 1 4—42 7
/<€2x—26x+1)dl': S, :—64—262+2—(—eo—260+0):u
0 2 .2 2 2

b) Vi anvander partiell integration genom att integrefaoch deriveral — x2. Pa sa vis far vi

/01(1—552)6370[3: = {(1—.’132)6 )Ll)—/l( 2z)e” dx
=(0—1) 4+ [2z€”] / 2" dx
:—1+(26—0)— Jo=2¢e—1—(2e—2)=1

c) Eftersomy(t) ar periodisk med period' har vig(t + T') = g(t) for allat och upprepar vi
detta r vig(t + nT) = g(¢) for allat och alla heltah. Genom substitutionen = t — nT far vi

/n eg(t)dt = /0 @t g(z + nT) do = /0 ee" g(x) dx

T T
= e‘mT/ e™g(t) dt.
0

Alltsa ar konstanters’ = e®T,
Svar:

a) [ f(x)2dr = (e* —4e2 +7)/2.
b) Ji(1 —x?)e” do = 1.

c) Konstanterar K = e*"7,



