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5B1134 MATEMATIK OCH MODELLER
TREDJE FORELASNINGEN

1. OM DERIVATOR

1.1. Tangentens lutning. Ett vanligt sitt att inka sig derivatan av en funktigiiz) ar att se p
grafen Br funktionen och sedarggangentens lutningen viss punkt. Vi &inker oss 8 att defar
latt att inse vad som menas med en tangent, dvéelnje som @r genom punktefia, f(a))
och som @ ragot vis ligger mot grafen.

1.2. Linj ar approximation. Ett annat att ar att inka sig att mandirstorar upp onadet kring
punkten(a, f(a)) sa att grafendr funktionen ser ut som en linje. Vi har aftsitt

f(@) ~ fa) + f'(a)(z — a)

for z naraa.

1.3. Derivatans definition. Nar vi har de @r tva tolkningarna kan vi se hur man skulle kunna
finna en mer formell ochailbar definition av vad smo menas med derivata. Oranker oss den
forsta definitionen kan vi dra en linje gensom punktdémg (a)) och(a+h, f(a+h)) och se p
lutningen av denna. &t 4 narmar sig noll ska lutningergdinjen rirma sig tangentens lutning. Vi
har ett striktare matematiskt begrepp som motsvaitaiarma sigoch som vi kallagrans\arde

Vi ska inte ga mer in @ definitinen av detta eftersom det kommer att studera&einge i Asta
kurs. Tankerar att vi bara vi @r tillrackligt rara punkterér sakra [ att viligger mycket ara
grans\ardet. Vi far allts

iy g flath)—fla) o fla+h)— f(a)
fle) = = —a h

1.4. Central differenskvot. Ibland kan dett varaaltare att hantera deentrala differenskvoten
flath)—fla—h) flat+h)—fla—h)
(a+h)—(a—h) 2h

Daremot kan detdnda att giins\ardet Hr denna existerar utan att den vanliga differenskvoten
har ragot gans\arde. Ett enkelt exempebpdettaar rér f(x) = |z|, dvs f(z) = =, forz > 0
och f(x) = —z dax < 0. Da blir den centrala differanskvotearfa = 0

fO+h)—f(O-h) h—h

(0+h)—(0—h)  2h

for allah > 0, medan den vanliga differenskvoten bliil for negativah och-+1 for positivah.
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1.5. Derivatan av trigonometriska funktionerna. Vi borjar med att deriverain = i punkten
x = 0. Alltsd ar vi intresserade av gns\ardet av differenskvoten

f(O+h)—f(0) sinh—sin0 sinh
h B h h
da » gar mot noll. Vi kan anta att > 0 eftersom RAde #ljare och @amnare byter teckenadh
byter tecken. Genom att betrakta en cirkelsektor i enhetscirkelnappdingsvinkelh och en

triangel med Brnen(0, 0), (1,0) och(cos z, sin h). Enligt areasatsedr arean av triangeln

1
—-1-1sinh
2
medan arean av cirkelsektoanh /2. Eftersom triangeln ligger i cirkelsektorarfvi
sin  h
2 2
och ‘
sin h <1
h

Om vi a andra sidan tittargptriangeln meddrn (0, 0), (1,0) och(1, tan ) far vi en triangel som
innedller cirkelsektorn. Brmedar

h - 1 1 tenh sin h
— — . n f—
2 2 a 2cosh
vilket ger
sin h - L
COS
h
Alltsa maste vi ha '
sin h
cosh < . 1
for allah som ligger mellar® ochr /2.
Eftersom
limcosh =1
h—0
och
liml=1
h—0

masteaven gansvadet br sin 2/h da h gar mot noll finnas och vara lika med Vi har allsé&
kommit fram till attsin = ar deriverbar i punktem = 0 och att derivata@rsin’ 0 = 1,
Vi kan ocks titta g derivatan avos z daz = 0. Vi har da differenskvoten

cosh+1 cosh—1 cos’h—1 cos’h—1 sin? h

cosh —cosO0  cosh—1

h B h ~cosh+1 h h(cosh+1)h(cosh+1)  h(cosh+1)
Vi ser att beloppet av denna differenské@wtmindreansin 2 enligt de &kningar vi gjort tigigare
med kvotersin /1/h. Alltsa maste gans\ardet av kvoten existera och vara lika med

Vi har nu derivatorna asin z ochcos x i punktenz = 0. For att fa derivatorna i andra punkter
kan vi amanda additionssaterna

sin(a + x) = sinacos z + cos asin x
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Darmed &r vi att
sin’(a) = sina cos’ 0 + cosasin’ 0 = cosa
och eftersom
cos(a + ) = cosacosx — sinasin
far vi ocks att
cos'(a) = cosacos’ 0 — sinasin’ 0 = —sin a.
Har har vi anantlinjaritet, dvs att omf(x) ochg(s) ar deriverbara med derivatgf(a) ochg’(a)
i punktenz = a saar ockf,
h(z) = Af(x) + Bg(x)
deriverbar iz = a med derivata

h'(a) = Af'(a) + Bg'(a).



