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2 oktober 2005

5 Femte veckan — Integraler med tilempningar

Veckans begrepp

e Primitiva funktioner, integraler, area

Trapetsmetoderof numerisk integration

Partiell integration

Variabelbyte i integraler

Rotationsvolymer

Uppgifter fr an kontrollskrivningar och tentamina
Ovning 5.1 [5B1134:Modell:4]

a) Besam arean av det ordde som ligger mellan graferna@if funktionernaf(z) = cosx

ochg(z) = 1/2 pa intervallet|0, 27]. 4)
b) Besam ett uttryckdr motsvarande area om vi byter ut funktiongn) = 1/2 motg(z) =
cos a, dar a ar en konstant med < a < 7. 3)
c) Vilka varden @& a ger den sbrsta, respektive minsta arean mellan graferna? (2)

Ovning 5.2 [5B1134:KS:4:2003]

a) Besam arean av on@det mellan grafernadi funktionernaf(z) = cosx och g(x) =
sin 2z pa intervallet0 < z < /2. (4)

b) Kurvany = z(1 — z) pa intervallet0 < x < 1 roterar kring z-axeln och beginsar
pa sa vis en tredimensionell kropp. Bast med Hjlp av en integral volymen av denna
rotationskropp. 3)



c) Nar ett om@de ovandr z-axeln roteras kringz-axeln kan volymenof den uppkomna
rotationskroppen beskrivas samr A dar A ar arean under grafen som roteras oclar
avstindet fn omiadets tyngdpunkt tilk-axeln. Besim tyngdpunktensijd over z-axeln
for det omade som roteras i b). (2)

Ovning 5.3 [5B1134:Tentamen:031013:4]

a) Beséim volymen av den rotationskropp som uppkomnaekudvany = /1 — 222 roterar
kring z-axeln @ intervalletd < x < 1/2. (3)

b) Anvand partiell integration ér att berdkna integralen
/7r z? sin zdz.
0
(4)
c) Berdkna integralen
V2
/ V2 — 22dx
J0O
med h@lp av variabelbytet = 2 — z2. (Ledning:2/3z+/z ar en primitiv funktion till,/z.)
2)
Ovning 5.4 [5B1134:Tentamen:031103:4]

a) Berakna integralen
™
/ | sinz — cos 2z| dx.
0

(4)

b) Anand Prst variabelbytet = In z och sedan partiell integratiordf att bef@kna integra-
len

/12(111 x)*dx.
(®)

Ovning 5.5 [5B1134:Tentamen:040109:4]

a) Beséim arean mellan grafernaf funktionernaf(z) = e® ochg(z) = ¢** pa intervallet

-1 <z <1, 4)
b) Berdkna integralen
/ xsinx dx
0
med h@lp av partiell integration. (3)

c) Anvand en trapetsmetoden med fyra delintervatl dtt fa en numerisk approximation av
samma integral som dfegaende deluppgift. (2)
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Ovning 5.6 [5B1134:Tentamen:040821:4]
a) Berakna integralen
/02 f(z)*dx
dar f(x) = e* — 1 for alla reella . 3)
b) Berdkna integralen
/01(1 —2%)e" dx
med héalp av partiell integration. 3)

c) Latg(t) vara en periodisk funktion med peri@doch lat a vara en reell konstant. Visa att

/ et e f(t)dt = K /0 ! e f(t)dt

T

for nagon konstanf{ och beshim denna konstant. 3)
Ovning 5.7 [5B1134:KS:4]

a) Polynomep(z) = 1 — 22 ar en approximation avos 2z somar bra for smé varden @ .
Berakna integralerna

/4 w/4
/ cos 2z dx och / p(z)dx
0 0

och amr resultaten. Hur stort blir det fel maraf genom att an&nda approximationen?

(4)

b) Besém hur stort felet blir &r man anénder trapetsmetoden med tre delintervall att
berakna integralen

w/4
/ cos 2x dzx.
0
2)
c) Berakna volymen av den rotationskropp som bildasodhiddet under grafendr f(z) =
In(z) + 1 roterar kring z-axeln @ intervalletl < z <e. 3)

Ovning 5.8 [5B1134:Tentamen:041011:4]

a) Kurvornay = e?* ochy = ¢~%* avgransar tillsammans med linjen= In(2) ett om@éde i

planet. Beékna arean av detta orade. (3)
b) Berdkna integralen
T™ sinx
0 24 cosx
med h@lp av variabelbyte. 3



c) Besam det arde pa konstantem som minimerar
/W(ax — sinz)? du.
0
3)
Ovning 5.9 [5B1134:Tentamen:041030:4]

a) Berakna arean av detindliga oméde som begmsas av parabelp = 4 — 2 och linjen
y=1+2x. 3)

b) Anand variabelbytet: = tan ¢ for att berakna integralen

1 ]_ d
/o 14 22 o

®3)
c) Berakna arean mellan de &kurvornay = sin(x + a) ochy = sin(x + b) pa ett intervall
som ligger mellan t& narstaende séirningspunkter. 3)

Ovning 5.10 [5B1134:Tentamen:050112:4]

a) Kurvanf(z) = sin(z) avgransar tillsammans med dess tangenter i punkterra 0 och
xr = m ett om@de i planet. Beikna arean av detta orade. 4)

b) Samma oné&de roterar kringz-axeln. Beékna volymen av den rotationskropp som bildas.

3)

c) Berdkna integralen

1 1 d
/0 1+ & !
med hialp av ett variabelbyte. (2)

Ovning 5.11 [5B1134:Tentamen:050829:4]

a) Anvand en integral ér att berdkna arean av on@det mellan kurvany = 22 och linjen
y = 2x + 3. 3)

b) Beséim en primitiv funktion tillf (z) = z? sin 2z genom att an&nda partiell integration.

3)

c) Beséam volymen av den rotationskropp som bild@s kurvany = tan x roterar kring
r-axeln @ intervallet—7 /4 < z < /4. 3)



Svar till uppgifter fr an kontrollskriv-

ningar och tentamina
5.1 a) Areanmellan grafernar = /3+2/3.

b) Uttrycket br areanar (27 — 4a) cosa +
4sin a.

c) Maximumar 27 och minimunar 4.

5.2
ar1/2.

b) Rotationskroppens volyér 7/30.

c) Avstindet fédn omiadets tyngdpunkt till

x-axelnar 1/10.

5.3 a) Volymerar 237 /24.

b) Ji 2?sinzdr = % — 4.
C) foﬂx\/2 — 22dx = 2v/2/3.
5.4 a) []'|sinz — cos2z|dr = 3v/3 — 2.

b) [?(Inz)%dz = 2(In2)? — 4(In2) + 2 ~
0,19..

5.5 a) Arean mellan kurvorna ges &v? +

1)(e —1)?/2e? ~ 1,68.

b) [y zsinxdr = 7.

c) Trapetsmetoden gef(v/2+1)/8 ~ 2,98.

5.6 ) J? f(z)%dr = (e* —4e*+7)/2.
b) Ji(1 —x%)e” do = 1.
c) Konstanterir K = e,

5.7
tive 7(24 — 7%) /96 och felet mandr ge-

a) Arean av omaidet mellan graferna

a) Integralernas &rden blir1/2, respek-

b) Felet mandir genom att an&nda trapets-
metoden blir(7(2 + v/3) — 12)/24 =~
—0,011.

c) Rotationskroppens volyér V' = 7(2e —
1) =~ 13,9 volymsenheter.

5.8 a) Arean av omiidetar 9/8 areaenhe-
ter.
™ sinx
b /7d =1In(3
).o 2+ cosx v =n(3)

c) Vardet g a som minimerar integralear
a=3/m%

5.9 a) Arean av omaidetar 32/3 areaen-

heter.
b) Integralens @rdeér /4.

c) Arean av omidetar 4| sin((a—b)/2)|
2\/2 — 2cos(a —b)).

(=

5.10 a) Areanar (72 — 8)/4.
b) Volymerar 72(7? — 6)/12.

C) f(}ﬁdxzz—zlnz.

5.11 a) Arean mellan kurvornar 32/3 are-

aenheter.

b) (1/4 — x?/2) cos 2z + (x/2) sin 2z ar en
primitiv funktion till 22 sin 2.

c) Rotationsvolymear 2 — 72 /2(~ 1, 35)
volymnsenheter.

nom att anénda approximationedr (24—

73 — 48)/96 ~ —0, 038.



