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1 Forsta veckan — Geometri med trigonometri

Veckans begrepp

cirkel, cirkelsegment, sektor, kordadfangd, vinkel, grader, radianer, sinus, cosinus, tang-
ens, areasatsen, sinussatsen, cosinussatsen

Fragor att besvara

Vad ar en linje, en cirkel, en sektor, ett segment och en korda?
Vad ar en vinkel och hurgmfor man vinklar?
Hur besammer man arean av en cirkelsektor eller ett cirkelsegment?

Hur kan vi definiera sinus, cosinus och tangens médphgv @&tvinkliga trianglar eller
enhetscirkeln?

Hur far vi reda @& vinkeln om vi kanner till sinus eller cosinu®f vinkeln? Belover vi veta
nagot mer?

Hur besatmmer man en sidhgd eller en vinkel i en triangel om man vehtsidangder
och en vinkel, en sidingd och t& vinklar eller tre sichngder?

Problem att arbeta med

Har foljer en uppattning uppgifter som har mediista veckans material atbgp. Nagra av upp-
gifternaar s\ara, eller mycket sara, och detir inte tinkt att man skall kunnaséa uppgifterna
pa egen hand. Deir i séllet meningen att studenterna medlpjav varandra oclataren skall
kunna arbeta med problemen ochgbet visetéra sig agot om geometri och trigonometri.

Ovning 1.1 Bestim lngden av kordan som ges aaskingen mellan linjen: + y = 1/2 och
ehhetscirkeln.



Ovning 1.2 Betrakta de punktefz, y) som uppfyller olikheterna

?+y? < 4,
y > 1

a) Rita upp omadet och avgr vad detar for typ av omade.
b) Besam arean av on#@det.
c) Ersatt den andra olikheten med-+ y > 2 och besim arean av on#&det.

d) Ersatt den andra olikheten megl > ¢ och besam hur arean av oné&det, A, beror A c.

Skissera graferdf A(c).
Ovning 1.3 Betrakta omadet i planet som beskrivs av olikheterna
2 +y* <9,
z > 0,
y > .

a) Rita upp omadet och visa att deir en sektor.
b) Besamoppningsvinkeln, arean oclaglangden ér sektorn.

¢) Hur varierar arean av sektorn medom den sista olikheten etds medy > cx?

Ovning 1.4 En triangel har t& sidor av Bngda och en sida avadngd b. Uttryck sinus och
cosinus dr alla vinklar i triangeln med Hjlp ava ochb. Forenkla uttrycken&langt som rijjligt.
Vad rander om vi skrivet: = m? + n? ochb = 4mn?.

Ovning 1.5 En tetraederér en tredimensionell kropp med fyra triangelformade sidor. | en re-
gelbunden tetraedsir alla fyra sidor liksidiga trianglar och tyngdpunkten i tetraedern héar d
samma avstnd till alla fyra horn.

e Hur langtar det avséndet i Brhallande till kanternasangd?
e Om man sir i tyngdpunkten och ser motéwlika horn. Vilkenar da vinkeln mellan dessa?

e Hur l&nga skall tetraedernas sidor vararfatt den skall ymma en liter?

Ovning 1.6 Longitud och latitud ger koordinatergpjordytan som kanénkas som en &f med
omkretsen 40000km vid ekvatorn. Hur startavséindet mellan Stockholm ocho@&borg? Ko-
ordinaternaar (59,2°N,17,6°0) respektivg57,4°N, 12,2°0).

Ovning 1.7 En triangelformad ptbit med ratten 15 cm, 20cm och 30cralls upp mot solen
som lyser klaver Stockholm. Deir mitt pA dagen @ midsommarafton.

a) Hur stor kan arean av skuggan a\agiten @ marken bli?
b) Hur stor kan den bli tre timmar senare?
(Jordaxelns lutningir c:a 23°.)

(")vning 1.8 Besaim ett uttryck ér arean av en triangel medadnn i punkterna(ay, by), (az, bs)
och (ag, bg)



Uppgifter fr an kontrollskrivningar och tentamina.

Ovning 1.9 Rita upp triangeln ABC med = (1,3), B = (2,4) ochC = (5, 1).
a) Besam cosinusdr samtliga vinklar i triangeln. (4)
b) Avdir vilken av vinklarna sorar storst. (2)

c) Lat C rora sig efter linjenz = 5 och beshm ett villkor @ C for att vinkeln B skall vara
den sbrsta i triangeln. 3)

Ovning 1.10 Rita upp triangeln ABC med = (1,2), B = (3,5) ochC = (5,1).

a) Besam sinusdr samtliga vinklar i triangeln genom att aémda areasatseri.édning For
att beshmma sidingderna och arean av triangeln kan man skriva in den i en rektangel
med sidorna parallella med koordinataxlarna.) (4)

b) En av vinklarnar nastan preci$0°. Vilkenar det, ochar den sbrre eller mindrean 60°?
2)

c) Nasta vecka kommer vi att studera subtraktionssat8eodsinus, soméger att
cos(av — ) = cos v cos B + sin asin 3.

Anvand dennadr att harleda ett uttryck ér cosinus av vinkeln mellan de&injerna
y = kx ochy = {x,dar k > 0 och/ > 0. (3)

Ovning 1.11  a) | entriangelABC &r sidanc = |AB| = 5,1 cm och sidam = |BC| = 6,7
cm. Vinkeln vid4 ar o = 68°. Besim rarmearden med t& gallande siffror till den tredje
sidans &ngd och de &da andra vinklarna med BJp av rAgon av triangelsatserna. (4)

b) T\a cirklar skar varandra i tvé punkter som ligger & avsénd v/2 frén varandra. Cirk-
larnas radierar 1 respektivey/2. Besam arean av det onde som ligger innaif bada

cirklarna. (5)

Ovning 1.12  a) En triangel har sidingdernat cm,5 cm och6 cm. Besim samtliga vinklar
och arean av triangeln. (5)

b) Vi far en rundad triangel fan en liksidig triangel genom attagta dit cirkelthgar med
centrum i ett av Brnen och som & genom de andra & hornen. Besim ®rhallandet
mellan den rundade triangelns area och den ursprungliga triangelns area? (4)

Ovning 1.13  a) Beséim vinklarna i en triangel med sighgdernall cm, 13 cm och17 cm.

(4)
b) Hur stor del av en cirkels yta utgs av en regelbunden seximing som har sinatrn pa
cirkelns rand? 3)



c) Hur lang omkrets har en regelbundenhorning i forhallande till den cirkel dessdrn
ligger pa? 2

Ovning 1.14 | triangeln ABC har sidanAB langd?7, sidanBC langd5 ochcos B = 1/7.

a) Besim exakta &rden BHr langden av den tredje sidan och cosints dle kAda dvriga
vinklarna. (5)

b) Lat S vara centrum ér en cirkel med som har alla triangeln® pa periferin. Vi vet
nu att vinkelnASB ar dubbelt & stor som vinkelr{ enligt en land sats. Enligt satsen
for cosinus av dubbla vinkelar cos 2C = 2cos? C' — 1. Amand detta dr att bestmma
cirkelns radie. (4)

Ovning 1.15 En triangukr tomt har nétten35 m, 48 m och50 m.
a) Berakna rarme\arden br vinklarna vid alla tre lornen med t& gallande siffror. (4)
b) Berkna ett mrmearde med té gallande siffror br tomtens area. (2)

c) En familj som &pt den obebyggda tomten viblsa bygglovér ett hus son@r format som
en regulpr pentagon, dvs en feraming dar alla sidor ar lika langa och alla vinklarar
lika stora. Man kan &kna med att¥ bygglov dr ett hus med bottenarea som upptégist
10 % av tomtarean. Hudnga kan husetsaggar i s fall vara? 3)

Ovning 1.16 Tv& av sidkngderna i en triangeir 8 m och13 m. En av vinklarnair 60°.
a) Besam alla nojliga varden br den tredje sidansangd. (4)
b) Hur stor kan triangelns area maximalt vara? 3)

c) | en ratvinklig triangel delar en linje denata vinkeln i té vinklar somar 30°, respektive
60°. Linjen delar hypotenusan i &vlangder sonr 8 cm respektiv@ cm. Hur Bngaar
kateterna i triangeln? (2)

Ovning 1.17 | triangeln ABC ar vinklarnaA = 42°, B = 63° ochC' = 75°.

a) Besaim hur Bnga debvriga sidorar ifall den kortaste sidan haéingd15 m. Ange sidingderna
med té& gallande siffors noggrannhet. (3)

b) Bestim alla tre sidingder med t& gallande siffrors noggrannhet ifall arean av triangeln
ar 1000 n?. (4)

c) Harled cosinussatsen medaly av Pythagoras sats genom att dra esjchmot en av si-
dorna. (2)

Ovning 1.18  a) | en triangelar tvé av sidkngdernar respektives langdenheter och vinkeln
mellan dessa sidair 120°. Besm den tredje sidansihgd och triangelns area.

®3)



b) Besam sidangderna i en triangel @ vinklarnaar 34°, 57° och89° och triangelns area
ar 44 cn?. Ange svaren medawardesiffror. (3)

c) Tvatangenter till en cirkel med radiembts vid en vinkel a¥5°. Hur storar arean av det
omrade som ligger mellan tangenterna och cirkeln? (3)

Ovning 1.19 a) Om ta av sidorna i en triangeér 5 meter respektivé meter. Vilka &ngder
pa den tredje sidansihgd ger upphov till en triangel med en areaminstd kvadratmeter.

(5)

b) Jambr arean av en regelbunden oktagon med sida/2 med en regelbunden hexagon
med sidal. Vilkenar storst? (4)

Ovning 1.20  a) | en spetsvinklitriangel ar tvA av sidornas, 6 meter ochd, 7 meter. Arean
ar 32 kvadratmeter. Hur storar vinklarna och hur &dngar den tredje sidan? Ange svaren
med ta gallande siffrors noggrannhet. (5)

b) T\& cirklar med samma radie har sina medelpunktergvarandras periferi. Hur stoar
arean av det onétde som cirklarna bildar tillsammans? Ange svaret med ett exakiev

(4)

Ovning 1.21  a) Besém vinklarna i en triangel med sighgderna4, 2 cm,6,3 cm och7, 8
cm. Ange svaren sonammezarden i grader med & gallande siffror. 3)

b) Besém arean av en triangel med ségfigderna4, 0 cm, 5,2 cm och6,5 cm. Ange svaret
som rarme\arde med t& gallande siffror. (2)

c) Berkna arean av ett cirkelsegmemt med sida# cm och tbjden2, 3 cm. Ange svaret
som ett @rme\arde med t& gallande siffror. (4)

Ovning 1.22  a) Beséim sidingderna i en triangel med vinklarngl®, 63° och73° om arean
av triangelnar 64 cnt. Ange svaren somanme\arden i grader med & gallande siffror.

(5)

b) Harled areasatsen och sinussatsen. (4)

lalla vinklarar mindrean90° (/2 radianer)



Svar till uppgifter fr an kontrollskriv-
ningar och tentamina

1.9 a) cosa=1/v/10,cos3 =0o0chcosy =

3/+/10.
b) Vinkeln vidB ar storst.

¢) Vinkeln vidB ar strst omC ligger ovanbr
z-axeln.

: _ 14 : _ 7
1.10 a) SiIno = m, Sln,@ = m OCh

N
siny = TV

b) Vinkelng ligger nara 60°, menar lite storre
an60°.

¢) Cosinus &r vinkeln mellan linjerna ges av

(1+k0)/(VI+ V1 + B2).

a) Den tredje sidarér 6,7 cm och vink-
larna ar 8 ~ 67° ochy ~ 45°.

1.11

b) Arean av omiidet som ligger i Bgge cirklar-

naar 7r/12 — (v/3 +1)/2 ~ 0,467cm?.

1.12  a) Vinklarnaar a = arccos(3/4) ~ 41°,
B = arccos(9/16) ~ 56°,~v = arccos(1/8) ~
83° och triangelns aredir 15v/7/4 ~ 9,9

kvadratcentimeter.

b) Forhallandet mellan areornar 27r/\/_ —

9~ 1,63.
1.13  a) Vinklarnaar a = arccos(337/442) ~
40, 3°, B = arccos(241/374) ~ 49,9° och
v = arccos(1/286) ~ 89, 8°.

b) Andelen av areaér 3v/3/27 =~ 0, 83.

Kvoten mellan omkretsarréa (n /) sin 7 /n.

1.14  a) Den tredje sidansiingdéar b = 8 och
cosinus or de dvriga vinklarnadr cos A =

11/14 ochcos C = 1/2.

b) Radien®r cirkelnar R = 7/+/3.
1.15 a) Vinklarnaar A ~ 42°, B ~ 66° och
C =~ 72°.

b) Tomtens arear 800 m?.

¢) Husets @iggar kan vara bgst6, 8 m.
Alla svar ar angivna med & gallande siffrors

noggrannhet.

1.16 a) Den tredje sidan kan vara = 15 m

ellerc = /129 m.

b) Arean av triangeln kan maximalt vasd+/3
areaenheter.

c) Kateternasangderar a = 40+/3/7 cm och
b=10/7 cm.

1.17 a) Deovriga sidornaar 20 m respektive

22 m.

b) Sidangdernaar 39 m,53 m och57 m.

1.18 a) Den tredje sidansiingdar 13 och are-

anar 14+/3.
b) Sidangdernaar 7,7 cm,11 cm ochl4 cm.

c) Arean av omidetar (1 + /2 — 37 /8)r2.

1.19 a) Den tredje sidansdngd kan variera
mellan+y/13 och+/109 for att arean skall va-

ra minst9 kvadratmeter.

b) Hexagonens arear 3v/3/2 ~ 2,6 areaen-
heter medan oktagonens baia 1 + 2 ~

2, 4 areaenheter.

1.20 a) Den tredje sidansaingdar 7,8 meter
och vinklarnaar 50°, 58° och72°. (0,87,1,0

och1, 3 radianer.)
b) Figurens arear (87 + 3v/3)r2/6.

1.21 a) Vinklarnaar o = 32°, § =~ 54° och

v &2 94°.
b) Areanar 10 kvadratcentimeter.

c) Aran av cirkelsegmentér 14 cn¥.

1.22 a) Sidangdernaar 10 cm, 13 cm och14

cm, med t& gallande siffrors noggrannhet.



