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5 Femte veckan — Integraler med tillampningar

Veckans begrepp

Primitiva funktioner, integraler, area

Trapetsmetoden for numerisk integration

Partiell integration

Variabelbyte 1 integraler

Rotationsvolymer

Uppgifter fran kontrollskrivningar och tentamina

Ovning 5.1 [5B1134:Modelltentamen:4]

a) Bestim arean av det omrade som ligger mellan graferna for funktionerna f(x) = coszx

och g(x) = 1/2 pa intervallet [0, 27]. “4)
b) Bestdm ett uttryck for motsvarande area om vi byter ut funktionen g(z) = 1/2 mot g(z) =
cos a, ddr a dr en konstant med 0 < a < 7. 3)
¢) Vilka virden pa a ger den storsta, respektive minsta arean mellan graferna? 2)

Ovning 5.2 [5B1134:KS:4:2003]

a) Bestam arean av omrddet mellan graferna for funktionerna f(x) = cosx och g(x) =
sin 2z pd intervallet 0 < x < /2. 4)

b) Kurvan y = z(1 — x) pad intervallet 0 < x < 1 roterar kring z-axeln och begrinsar
pa sa vis en tredimensionell kropp. Bestim med hjdlp av en integral volymen av denna
rotationskropp. R)]



c) Nidr ett omrdade ovanfor x-axeln roteras kring x-axeln kan volymen for den uppkomna
rotationskroppen beskrivas som 2nr A ddr A dr arean under grafen som roteras och r dr
avstandet fran omrddets tyngdpunkt till x-axeln. Bestim tyngdpunktens hojd over x-axeln
for det omrade som roteras i b). 2)

Ovning 5.3 [5B1134:Tentamen:031013:4]

a) Bestim volymen av den rotationskropp som uppkommer da kurvan y = \/1 — 2x? roterar
kring x-axeln pd intervallet 0 < x < 1/2. 3)

b) Anvdind partiell integration for att berdkna integralen
"2
/ x°sinzdz.
0

“4)
c) Berdkna integralen

V2
/ V2 — x2dx
0

med hjilp av variabelbytet t = 2 — x2. (Ledning: 2/3x+/x {r en primitiv funktion till \/x.)
(2)

(")vning 5.4 [5B1134:Tentamen:031103:4]

a) Berdkna integralen
m
/ |sinz — cos 2z | dx.
0

“4)
b) Anvdnd forst variabelbytet t = In x och sedan partiell integration for att berikna integra-
len
2
/ (Inz)?dz.
1
C))

Ovning 5.5 [5B1134:Tentamen:040109:4]

a) Bestdm arean mellan graferna for funktionerna f(x) = e® och g(z) = €*® pd intervallet

1<z <L C))
b) Berdikna integralen
m
/ rsinzxdr
0
med hjdlp av partiell integration. A3

¢) Anvind en trapetsmetoden med fyra delintervall for att fa en numerisk approximation av
samma integral som i foregdaende deluppgift. ?2)

2



Ovning 5.6 [5B1134:Tentamen:040821:4]
a) Berdikna integralen
|| sy
dir f(xz) = €® — 1 for alla reella x. 3)
b) Berdikna integralen
/01(1 — %) da
med hjdlp av partiell integration. A3

c¢) Lat g(t) vara en periodisk funktion med period T och ldt a vara en reell konstant. Visa att

/ et e f(t)dt = K /0 ' e f(t)dt

T

for nagon konstant K och bestidm denna konstant. A3

Ovning 5.7 [5B1134:KS4:2004]

a) Polynomet p(x) = 1 — 2x? dir en approximation av cos 2 som dr bra for smd véirden pd z.
Berdkna integralerna

/4 /4
/ cos 2z dx och / p(z) dz
0 0

och jamfor resultaten. Hur stort blir det fel man far genom att anvinda approximationen?

C))

b) Bestdm hur stort felet blir ndr man anvinder trapetsmetoden med tre delintervall for att
berdkna integralen

w/4
/ cos 2z dx.
0
2)
¢) Berdiikna volymen av den rotationskropp som bildas dd omradet under grafen for f(x) =
In(x) + 1 roterar kring x-axeln pd intervallet 1 < z < e. 3)

Ovning 5.8 [5B1134:Tentamen:041011:4]

a) Kurvornay = €** ochy = e ** avgrinsar tillsammans med linjen x = In(2) ett omrdde i

planet. Berdkna arean av detta omrdade. 3)

b) Berdkna integralen
T sinz

—dx.
0 24cosz

med hjdlp av variabelbyte. A3



c) Bestdm det viirde pa konstanten a som minimerar
e . 9
/ (ax — sinz)” dz.
0
3

Ovning 5.9 [5B1134:Tentamen:041030:4]

a) Berdikna arean av det cindliga omrdde som begrinsas av parabeln y = 4 — 22 och linjen
y—1+2z &)

b) Anvind variabelbytet x = tant for att berdkna integralen

1 1
/ dz.
0o 1+ 22

3
¢) Berdiikna arean mellan de tvd kurvorna y = sin(z + a) och y = sin(z + b) pa ett intervall
som ligger mellan tva ndrstdende skirningspunkter. A3

Ovning 5.10 [5B1134:Tentamen:050112:4]

a) Kurvan f(x) = sin(x) avgrdinsar tillsammans med dess tangenter i punkterna x = 0 och
x = T ett omrdde i planet. Berdkna arean av detta omrdde. 4)

b) Samma omrdde roterar kring x-axeln. Berdkna volymen av den rotationskropp som bildas.

3

c) Berdkna integralen

11 p
/0 14+ v
med hjdlp av ett variabelbyte. 2)

Ovning 5.11 [5B1134:Tentamen:050829:4]

a) Anvind en integral for att berikna arean av omrddet mellan kurvan y = x? och linjen
y=20+3 3)

b) Bestidm en primitiv funktion till f(x) = x?sin 2z genom att anviinda partiell integration.

3

c) Bestim volymen av den rotationskropp som bildas ndr kurvan y = tanx roterar kring
x-axeln pd intervallet —m /4 < x < 7 /4. 3)

Ovning 5.12 [5B1134:KS4:2005]



a) Berikna arean av omrddet som begrinsas av de tvd kurvorna y = x och y = x° pd
intervallet —1 < x < 1. 3)

b) Anvind trapetsmetoden for att bestdmma ett ndirmevdrde till integralen
1
/ z?V1 — 22 dx.
0

Anvdnd fyra delintervall och ange svaret med tva decimaler. A3

¢) Anvind variabelbytet t = 2 for att berdkna ett exakt viirde for integralen

2 2
/ ze ® /2 dg.

0
3
Ovning 5.13 [5B1134:Tentamen:051017:4]

a) Berikna arean av omrddet mellan kurvorna y = 2x*> +x — 5 ochy = 2> +x — 1 pd
intervallet 0 < x < 3. A3)

b) Berdkna integralen
w/2
/ (sin 2z — cos 3z) dz.
0
(2)
c) Berdkna volymen av den rotationskropp som bildas ndr kurvan

Yy =+/TCcosT

roterar kring x-axeln pa intervallet 0 < x < 7. (Ledning: Anvind partiell integration och
formeln for cosinus av dubbla vinkeln.) 4)

Ovning 5.14 [5B1134:Tentamen:060113:4]

a) Berikna arean av omrddet mellan kurvorna y = sinx och y = sin? z pd intervallet 0 <

x < 7. (Ledning: sin®> x = (1 — cos2x)/2. ) 3)
b) Berdkna integralen
/OW/Q 2% sin z dx.
med hjdlp av partiell integration. A3

c) Anvand trapetsmetoden med tre delintervall for att bestimma ett ndrmevdrde till integralen

w/2 9
/ z“sinx dx
0

3)



Svar till uppgifter fran kontrollskriv-
ningar och tentamina

5.1
a) Arean mellan graferna ir /3 + 2+/3.
b) Uttrycket for arean dir (2m—4a) cos a+4 sina.
¢) Maximum dr 27 och minimum dr 4.
5.2
a) Arean av omrddet mellan graferna dr 1/2.
b) Rotationskroppens volym dr m /30.

¢) Avstandet fran omrddets tyngdpunkt till x-
axeln dr 1/10.

5.3

a) Volymen dr 23w /24.

b) [y 2*sinzdz = n* — 4.

c) foﬂ V2 — x2dx = 2v/2/3.
54

a) [y |sinz — cos 2z|dz = 3v/3 — 2.

b) [{(Inz)%dz = 2(In2)?—4(In2)+2 = 0, 19..
5.5

a) Arean mellan kurvorna ges av (e? + 1)(e —
1)2/2¢? =~ 1,68.

b) [y zsinzdr =

c) Trapetsmetoden ger w2(\/2 +1)/8 ~ 2,98.
5.6

a) [§ f(z)de = (e* — 4e® +7)/2.

b) fol(l —z2)edx = 1.

c¢) Konstanten iir K = e*T

5.7

Integralernas viirden blir 1/2, respektive m(24—
72) /96 och felet man fér genom att anviinda
approximationen dr (241 — 73 — 48)/96 ~
—0,038.

b) Felet man far genom att anviinda trapetsme-
toden blir (m(2 +/3) — 12)/24 ~ —0,011.

¢) Rotationskroppens volym dr V. = w(2e —
1) = 13,9 volymsenheter.

5.8

a) Arean av omrddet ir 9/8 areaenheter.

T sinz
b ——dz = 1In(3
) 0 2+cosx z =1n(3)

c¢) Viirdet pa a som minimerar integralen dr a =
3/m2.

59
a) Arean av omrddet ir 32/3 areaenheter.
b) Integralens viirde dir /4.

¢) Arean av omrddet dir 4| sin((a—b)/2)|
2y/2 — 2cos(a — b)).

(=

5.10
a) Arean ir (7% — 8) /4.
b) Volymen dr ?(m? — 6)/12.

) Jy 7 do =2 - 2In2.

5.11
a) Arean mellan kurvorna dr 32/3 areaenheter.

b) (1/4—1x%/2)cos 2z + (z/2) sin 2z dr en pri-
mitiv funktion till z* sin 2z.

¢) Rotationsvolymen dr 2w — % /2(= 1,35) vo-
lymnsenheter.

5.12

a) Arean av det omrddet mellan kurvorna dir 12
(areaenheter).



b) Uppskattningen med trapetsmetoden ger 0, 16.
c) f02 ze 2 dr =1—¢2,

5.13
a) Arean mellan kurvorna dr 23 /3 areaenheter.
b) fg/Z(sinZv —cos 3z) dr = 4/3.

c) Volymen av rotationskroppen dir 7° /4 volym-
senheter.

5.14

a) Arean mellan graferna ir 2 — /2 areaenhe-
ter.

b) fér/Z:stinwdw:ﬂ—Q.

¢) Enapproximation med tre delintevall ger 1, 2.



