KTH Matematik Losningar till tentamensskrivningen 2003-11-10,
Harald Lang 5B1115 och 5B1135 Matematik I for I1.

1.

Vi skall bevisa att likheten
an, =2" +1 (1)

giller for alla naturliga tal n. Vi vet att a; = 3 och as = 5, sa (1) ar sann
for n = 1 och n = 2. Vi visar nu implikationen att om (1) &r sann for
n=12...,m—1, dir m & > 3, sa ar (1) &ven sann for n = m. Men
A = 3Am—1 — 2Gm—2, och om nu (1) ar sann for alla naturliga tal mindre &n
m (”induktionsantagandet”) sa géller foljaktligen

am =302™" 14 1) 22" 2+ 1) =B 12" +(3-2)=2"+1

vilket innebér att (1) da &r sann for n = m. Nu f6ljer av induktionsprincipen
att (1) géller for alla naturliga tal n.
2v2

Definiera u = arcsin == och v = arctan 21/2. Da ligger bagge dessa vinklar

mellan 0 och 7, och sinu = % och tanv = 2v/2. Vi berdknar tan u:

i i 2+/2 242
tanuzsmu:...(()<u<%)...: S = v2 = \/1_:2\/5
V1—sinu 3 /1-8 33

cosu
Vi ser att tanu = tan v, och eftersom bagge dessa vinklar ligger mellan 0 och

5 ar de lika. Alltsa &r arcsin %5 —arctan2v/2 = u — v = 0. Svar: 0.

Vi MacLaurinutvecklar In(1 + z + 22). Vi vet att In(1 +t) = ¢ — 5> + H(t)t?
dér (H &r kontinuerlig och) H(0) = %. Sétter vi t = x 4 22 far vi

1
In(l+2z+2%) =z+2%— §(x+x2)2+H(x+x2)(x+x2)3

sa,
1 ) 11 T ) 5
Fln(l—i—x—l—x):P—i—%—l—?—i—]—[(x—i—x)(l—l—x)

Nu ar

F1m(1+x+a;)———P: p R —1—§+H(a7+:t)(1+x)

Om gransvarset av detta da x — 0 skall existera ser vi att det maste gélla

att @ = % och b = 1. For dessa varden far vi

.1 oy a b 1 2
Svar: a = %, b =1, gransvardet = —%. (Anm.: Man kan minska beteck-

ningarna nagot genom att anvinda O-beteckningen.)



4.

1— 4
Vi har ¢/(z) = ’

(z% + 1)3/2°
1
lim .t lim —=10
z—too /4 +1 z—too | /2 + 1/562
11—zt ) 1/:c4 -1

li

e o (@t 1 1)3/2 -0

- xEIinOO (x4/3 + x—8/3)3/2

Vi kan nu gora en tabell 6ver grafen:

r —00 —1 1 00

y 0 - 0 + 0 - 0
-1 1

Yy 0 AN 72 / V3 AN 0

En graf ser ut sa hér

Funktionen y = # ar avtagande for x > 0. Alltsa

/” dm>/” dr 1
n—1 xS n—1n3 n3'

1 (" dx ® dx 1 70 1
_< _— _— = _ — = -
;n?’ Z/n ;3 /1 x3 [ 212}1 2

Quad Erat Demonstrandum!

Alltsa

Implicit derivering map. = ger
(1+e¥)y (x) =1+ 2e**  dvs.

Vi berdknar gransvardena da x — 4oo:

(2)

(Svar 1)

14 2e2*
() —
yi@) =~
Nu deriverar vi (1) implicit m.a.p. x och far
4e3* 1+ 2¢e2%®
" _ . Yo,/
y'(r) l+ev (1 +€y)26 y'(z)
Nu sétter viin £ =1 och y =21 (1) och far
1+ 2¢?
/ 1 —
y( ) 1 +62
och sétter vi x = 1 och y = 2 och vérdet pa y'(1) i (2) far vi efter forenkling
J(1) = e?(3 + 4e?)
(14€2)3

(Svar 2)



Substituera x = sint, dx = costdt. Vi later ¢ variera mellan ¢t = 0 (x = 0)
och t =2 (z = 1). I det intervallet ir cost > 0, dvs. cost = /1 —sin®¢. Vi

far
/1 a?de [T sin’t dt—/% 2 ¢ dt
0 m_ 0 1—sin2tCOSt B 0 o
t 1 . /2
= [§—§s1ntcost]0 :1

Vi betecknar med V(y) volymen av den del av den aktuella kroppen som
ligger mellan x-axeln och upp till nivan y pa y-axeln. Om h ar ett litet
positivt tal, sa& kommer volymen V(y+h) —V (y) som ligger mellan y-virdena
y + h och y att vara en tunn cirkelring med tjockleken h och yttre radien 7o
och inre radien r;. Denna volym &r alltsa (approximativt) m(r3 — rf)h. Vi
bestammer nu r; och ro uttryckt i y. Uppenbarligen ar r; = y, fran kurvan
y = x, medan 7y bestams av kurvan y = /2 — x som ger

P =2—ry, dvs. 19 =2-—1y°

Alltsa har vi
V(y+h)—V(y) =n(rs —ri)h =7((2 — 3*)? — y*)h (approximativt)

Dividerar vi med h och later h — 0 far vi (exakt) V/(y) = 7(4 — 5y% + y*).
Den sokta volymen ar V' (1), ty de tva kurvorna skér varandra for y = 1:

y=x=v2—x ger y’=2-—y, somger y=1(ochy=—-2)

Den efterfragade volymen &r alltsa

V(1) = V(1) - V(0) = / V/(y)dy = / (-5 +y)dy = 27

Karakteristiska ekvationen #r r2 + 9 = 0 som har rétterna r = 4i3. Den
allménna 16sningen till homogena ekvationen ar darfor yy,(z) = Asin3z +
Bcos3x. Vi ser att hogerledet i den givna ekvationen ar en losning till
den homogena ekvationen; dvs. vi har "resonans”. Vi ansatter darfor en
partikularlosning

yp(x) = ax cos 3z + bz sin 3z

som efter insattning i diff.ekvationen ger

6sin 3z = (6b — 9ax) cos 3z — (6a + 9bx) sin 3z + 9(ax cos 3x + bz sin 3x)

= 6bcos 3x — 6asin 3z



Vi ser att vi far en partikuldrlosning genom att siatta a = —1, b = 0, dvs.
Yp(x) = —x cos 3. Den allménna lésningen till ekvationen ar y(z) = yn(x)+yp(x),
dvs.:

Svar: y(x) = Asin3z + (B — x) cos 3z dar A och B &r godtyckliga konstanter.

10. Vi har T
lim arctan(2tanz) = lim arctan(2t) = 5

z—E— t—o00

Alltsa maste vi vilja b = 5 for att f(z) skall bli kontinuerlig fran vénster i

_
r=73.

Nu har vi

lim <a + arctan(2 tan x)) =a+ lim arctan(2t) =a — g

z—Z+ t——o0

Fér att f(x) skall bli kontinuerlig fran héger i z = 7 maste vi alltsa vilja
asaatt a — 5 = —5, dvs. a = m. For dessa varden pa a och b blir alltsa

funktionen kontinuerlig i intervallet.
Nu bestdmmer vi f:s derivata. For z # 7 géller

df (x) d 24 2tan’x  2cos’z + 2sin’x
= — arctan(2tanx) = 5— = —
dx dx 1+4tan®z cos?x + 4sin“x
2
14 3sin“x

Vi ser att véinster- och hogerderivatan for x = 7 ar densamma, och eftersom
f(x) &r kontinuerlig dér, galler (1) dven dér.

. _ _ _ 2 .o
Svar: a=m, b= 3, f(z) = ggim for0<z <m




