KTH Matematik
Harald Lang Maclaurins formel

Maclaurins formel finns i kapitel nio i laroboken. Den hér stencilen ersdtter inte
det kapitlet, utan ar bara en kommentar till detta.
Den variant man normalt anvander av Maclaurins formel ser ut sa hér:

f(z) =ag+ a1z + apx® + -+ ap_12" ' + ¢ (x)2™, dar (1)
ap = f(’:!(O) och (2)
¢n () dr kontinuerlig i nidrheten av x = 0 med (3)
caf0) = £210 (@)

n!

Observera att vi ocksa har entydighetsstatsen SATS 3, som séger att om (1) och (3)
géller, sa ar ocksa (2) och (4) uppfyllda. Alltsammans forutsétter att funktionen
f(z) a&r n ganger kontinuerligt derivetbar i nirheten av z = 0.

Exempel
Vi har enligt formeln for geometrisk summa att

1—2z"

l4+z+a®+-+a2" =
1—=x

Allsta:

2 -1 z"
=l+ox+az"+-- 42"+
1—2z 1—2z

()

Har ar sista termen av typen c,(z)z", déir ¢, = =. Alltsa dr formeln (5)
1

Maclaurin-utveclkingen av funktionen f(x) = 1= . Till exempel kan vi dra slut-
satsen att f(4)(0) = 41.

Ezxzempel pa grdinsvdrdes-berdkning
Vi anvander Maclaurin-utvecklingarna i SATS 2:

. l—cosz . 1—(1—32?+cs(x)z?)
lim ——— = lim
x—0 ,CEZ x—0 1‘2
— lim 2 — ey()a? = =+ €4(0)0°
=l g - et = gt

1
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En liten skillnad med framstéllningen har mot bokens ar att jag anvénder c,(z)
som dr kontinuerlig, medan boken skriver B, (z) dar B, (z) ar lokalt begransad.
Jag vet inte varfor forfattarna valt denna i mitt tycke litet klumpigare beteckning.

Maclaurin-utvecklingar férekommer mycket ofta i tillampningar. Man har
behov av att approximera komplicerade uttryck i narheten av nagot varde; ni
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kommer sdkert att stota pa dem flera ganger i andra amen har pa KTH. Det
finns en motsvarighet till Maclaurin-utvecklingar fér funktioner i flera variabler,
och ofta ar det denna mer generella form som anvénds. Jag anser att Maclaurin-
utvecklingar ar ett av de viktigaste momenten i den har kursen.

Det ar praktiskt att kunna vissa Maclaurin-utvecklingar utantill, eftersom
man kommer mycket langt med dessa utan att behova gora modosamma kalkyler.

Utantill:
r? a3
x_ —_— —_— .« ..
e —1+x+2!+3!+
x> 2d
81na::x—§—|—§—-~
3. 45
smhxzx#—a—kﬁ—i-'”
_1 x? 2t
CoST = —54—]—---
r?  at
cosh:z::1+i—|—1+-~-
) x3+:1:5
arctant = — — + — — - -~
3 5
x? 23
In(1 —r— 4 ...
n(l+z)==x 2+3
1 2 3
=l—-a+4+z2"—2"+- -
1+

(1+2)*=1+ (?)H (g):c%r (§>x3+

Har betyder prickarna - - - att man fortsatter utvecklingen till nagon lamplig potens
2"~ 1 och att man sedan har en "restterm” av typen c,(x)z". Funktionen ¢, beror

naturligtvis inte bara pa n utan ochsa pa vilken funktion man utvecklar.

Ett exempel fran mekaniken

Har ar ett exempel pa anvindning av Maclaurins formel i en tillampning.
Enligt relativitetsteorin ar rorelseenergin hos en partikel med hastigheten v och

massan m
2

peme[-2)

Héar ar ¢ =ljustets hastighet. I normalfall &r v mycket mindre &n ¢. Lat oss infora
2
r = —%. Vi har da

N[

E=mc*((1+z)”

_1)
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Nu Maclaurin-utvecklar vi

1
E=mc*(1- -z + §x2 + Cs(z)2® — 1)

2 8
2 1 3 5 3
= mec (—§x+§x + C3(x)z”)
102 3t vZy 0o
_ 2
=n(5e+5a+0(5) %)
_mv2+3mv4+c (112>mv6
2 8 c? \e2) 4

(Jag anvander stort C for resttermen sa man inte forvéxlar den med ljushastig-

heten.) Hér kdnner vi igen den forsta termen: i klassisk mekanik &r rorelse-energin
2

just — Den andra termen ar den forsta korrektionstermen; den ar mycket liten

for méattliga hastigheter v, eftersom ¢? férekommer i nimnaren, och ¢ &r stort.
Den tredje termen ar en "restterm”; den ar &nnu mycket mindre &n den andra,
eftersom den har ¢* i nimnaren.

Vi ser alltsa hur Maclaurins formel hjalper oss att se sambandet mellan energin
i relativitetsteorin och i klassisk mekanik, och hur mycket de skiljer sig at.



