KTH Matematik Tentamensskrivning, 2004-11-08 k1 8.00—1300.
Harald Lang 5B1135 Matematik I for I, 6p.
Forslag kortfattade till 16sningar.

1. Vi kan t.ex. anvanda matematisk induktion. Alternativt anvander vi
binomialsatsen:

> [(1)r] - - () -7 ()

8" —1=(14+7"-1
=0

eftersom summan efter faktotn 7 ar ett heltal, visar detta att 8 —1 &r delbart
med 7.

2. Volymen ges av integralen
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3. Det ar enklast att anvanda kdnda Maclaurin-utvecklingar:

(3z + 2723 ¢1(3x)) — 42% — 642° co(422)

. xsin(3x) — sin(42?) .
lim = lim
2—0 In(1 + 222) o—0 222 + 4z c3(222)
. 3+27xc1(37) — 4 — 642 co(42?) 1
= lim =—=
z—0 2 + 422 c3(222) 2

4.  Kurvans langd ges av integralen

10 10 10
/ \/1—|—dicosh2xdw:/ \/l—l-sinhzxdw:/ V cosh? x dx
0 4y 0 0

10 10
= / coshz dr = [sinh x] = sinh(10)
0 0 _

5. Lat y = log,3. Da ar 2% = 3. Tag In for bagge led: y Inz = In3, dvs.

In3 In3
= 0 Alitsd dr ¢/ (2) = ———2
YT e s dr y(x) z (Inx)?




a) Vi deriverar funktionen:

, 1 34+a2)-3z 1 12
fle) = 1o - -
1+ (44 z)? l+z (44 2)?
4—-4 2 2 —x)?
- AN k) NN Y

1+x2)d4+2)2 (1+2x)(4+x)?
dér likhet géller endast for ett z-varde. Alltsa ar f(x) véxande for x > 0.
b) Eftersom f(0) = 0 och f(x) ér vixande dr f(v/2) > 0. Hirav foljer att

3v2
In(1+v2) > Y

Vi gor en integral-uppskattning [en lamplig figur bor komma in hér|:

> 1 1 > 1
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Har har vi anvant att lim z In (1 + —2> = 0, vilket maste bevisas. Det gor
_— xr— 00 x

man enklast med en Maclaurinutveckling av In(1 + ¢):
. 1 : 1 1 1
Jim ot (14 53) = Jim o (G5 + 57 ¢(53))

g L L d
‘w%@+54§)

0

Darmed ar olikheten visad.

Vi deriverar identiteten z* + y(z)* = 222y(z) m.a.p. z:

42 + 4y° (2)y' (x) = day(z) + 20%y'(x) (%)
Séatter vi in x = 1, y(1) = 1 far vi 4 4+ 4y/(1) = 4 + 2y'(1) varav foljer att
y'(1) = 0. Vi deriverar nu identiteten (%) m.a.p. x:

1222 +12y° (2)y' (2)* + 4y* (2)y" (x) = dy(x) + 8xy/ (z) + 227" (x)
Sétter vi hirin x =1, y(1) =1, ¥/(1) = 0 far vi
12 4+ 4y (1) = 4 + 2y (1)

som ger 3" (1) = —4. Derivatan y'(x) &r alltsa avtagande i ndrheten av x = 1,
sa y'(x) ar negativ till hoger och positiv till vinster om x = 1, vilket innebér

att y(z) ar avtagande till hoger och véxande till vénster i ett intervall kring
r = 1, som alltsa ar ett lokalt maximum.



9.

Differentialekvationen ar separerbar:

MG dzx
vdv = — 5
x
/0 /00 MG dx
vdv = — 5
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10. Lat F(t) vara en primitiv till integranden: F'(t) = e, Vi har d&

2x
G(z) = / et dt = F(22) — F(x)

G'(z) = 2F' (22) — F'(z) = 2¢ % — @

Derivatan G'(z) ar alltsa = 0 da

A2 _ .2
e 4 — e

In2 — 422 = —z2
In2 = 3z



