KTH Matematik
Harald Lang L’Hopitals regel

Vi har beraknat gransvardet med hjalp av ”standardgransvarden”. Nu ar ju
derivator ocksa grinsvarden, och derivator ar de bast kénda gransvirdena, sa
det kdnns naturligt att anvanda derivator som ”standardgransvarden”. Detta ut-
nyttjas i "L’Hopitals regel”. L’Hopitals regel kommer i kapitel nio i boken, vilket
jag tycker ar alldeles for sent — den skall naturligtvis komma i sa nara samband
med gransvarden som mojligt. Darfor tar vi upp den nu.

L’Hopitals regel
Antag att f(a) = g(a) = 0 ddr f(z) och g(x) dr deriverbara funktioner. Da
galler att

om det hogra gransvardet existerar.

Vi illustrerar med ett exempel:
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For beviset av L’Hopitals regel behover vi en hjalpsats:

Lemma.
Antag att f(a) = g(a) = 0 dér f(x) och g(x) dr deriverbara funktioner. Lat
b # a. Da finns ett tal & mellan a och b sadant att

f) _ f1(§)

gd) '€

Beuis:

Bilda funktionen h(x) = f(x)g(b)— f(b)g(z). Uppenbarligen géller att h(a) =
0 och h(b) = 0. Alltsa finns enligt medelvéirdessatsen (sats 14 pa sidan 202) ett tal
¢ mellan a och b sadant att h'(£) = 0. Det géller alltsa att f'(£)g(b) = f(b)g'(£),
varav pastaendet genast foljer. Q.F.D.



Beuis for L’Hopitals regel:
Lat x # a. Da finns enligt lemmat ett tal £ mellan a och x sadant att
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Om nu x — a sa kommer givetvis £ — a, alltsa
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I sista ledet kan vi skriva x i stéllet for &, det ar ju samma griansvirde. Alltsa ar
L’Hopitals regel bevisad.



