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1. Binomialteoremet ger

( 1
x

+ x2
)12

=
12
∑

0

(

12
k

)

x−kx2(12−k)

x0-termen f̊ar vi för k = 8, och konstanttermen är allts̊a

(

12
8

)

=
12 · 11 · 10 · 9 · 8 · 7 · 6 · 5

8 · 7 · 6 · 5 · 4 · 3 · 2
=

12 · 11 · 10 · 9
4 · 3 · 2

= 495.

2. Det enklaste är att substituera
√
x = t. D̊a gäller t → 0 d̊a x → 0+, allts̊a,

med användning av L’Hôpitals regel:

lim
x→0+

1− cos
√
x

x
= lim
t→0

1− cos t
t2

=
[”0”

0

]

= lim
t→0

sin t
2t

=
[”0”

0

]

= lim
t→0

cos t
2

=
1
2
.

3. Derivation m.a.p. x ger

y′(x)ey(x) + y(x)ey(x)y′(x) = 1

y′(x) =
1

ey(1 + y)

Ur sambandet yey = x ser vi att x = e svarar mot y = 1, allts̊a

y′(e) =
1

e1(1 + 1)
=

1
2e
.

4. Karakteristiska ekvationen är r2 + 2r + 1 = 0 som har dubbelroten r = −1.
Allts̊a är den allmänna lösningen till den homogena ekvationen yh(x) =
(Ax+B) e−x.

Vi ansätter nu y1(x) = ae−2x som lösning till ekvationen med högerledet
e−2x och f̊ar

ae−2x = e−2x

dvs. a = 1 duger.



Nu ansätter vi y2(x) = b cosx + c sinx som lösning till ekvationen med
högerledet sinx och f̊ar

2c cosx− 2b sinx = sinx

dvs. c = 0, b = − 1
2 duger; allts̊a y2(x) = − 1

2 cosx.
Allmänna lösningen till differentialekvationen är allts̊a

y(x) = yh(x) + y1(x) + y2(x) = (Ax+B) e−x + e−2x − 1
2

cosx.

5. Det enklaste är att hänvisa till att ln x är konkav: d2

dx2 lnx = −1
x2 < 0.

Högerledet är kordan mellan x = 1 och x = e p̊a grafen till y = lnx.
Olikheten följer av att kordan ligger under grafen för en konkav funktion.

Annars kan man göra s̊a här: L̊at f(x) = lnx − x−1
e−1 . Vi har f ′(x) =

1
x −

1
e−1 och f ′′(x) = −1

x2 < 0. Allts̊a är f ′(x) avtagande, och f ′(e − 1) = 0.
Teckendiagram:

x 1 e− 1 e
f ′(x) + 0 −
f(x) 0 ↗ ↘ 0

Av detta framg̊ar att f(x) ≥ 0 i intervallet 1 ≤ x ≤ e; Q.E.D.

6. Substitutionen tan x
2 = t ger cosx = 1−t2

1+t2 , dx = 2 dt
1+t2 . Dessutom är

tan π
6 = 1√

3
. Allts̊a:

∫ π
3

0

dx
cosx

=
∫ 1√

3

0

2 dt
1− t2

=
∫ 1√

3

0

( 1
1− t

+
1

1 + t

)

dt

=
[

ln
(

1+t
1−t

)] 1√
3

0
= ln

(

1+1/
√

3
1−1/

√
3

)

= ln(2 +
√

3).

7. Med användning av kända MacLaurinutvecklingar av sin och cos f̊ar vi:

sin
(π

3
+ x2

)

= sin(
π
3

) cos(x2) + cos(
π
3

) sin(x2) =

√
3

2
cos(x2) +

1
2

sin(x2)

=

√
3

2

(

1− 1
2
x4 +O(x8)

)

+
1
2

(

x2 − 1
6
x6 +O(x10)

)

=

√
3

2
+

1
2
x2 −

√
3

4
x4 − 1

12
x6 +O(x8).



8. Vi delar upp integranden i partialbr̊ak:

∫ ∞

1

dx
x+ 2x2 =

∫ ∞

1

( 1
x
− 2

1 + 2x

)

dx =
[

lnx− ln(1 + 2x)
]∞

1

=
[

ln
( x

1 + 2x

)]∞

1
= ln( 1

2 )− ln( 1
3 )

= ln( 3
2 ).

9. I formeln för partiell integration ing̊ar en obestämd integral i vardera ledet:

∫

f ′(x)g(x) dx = f(x)g(x)−
∫

f(x)g′(x) dx.

Nu är ju en obestämd integral bara bestämd s̊a när som p̊a en additiv
konstant; konstanterna i höger och vänsterledet måste väljas s̊a att de passar
ihop. I det aktuella fallet kan vi skriva

∫

1
1
x
dx = 1−

∫

x
(−1
x2

)

dx = 1 +
∫

1
1
x
dx

dvs. lnx+ C1 = 1 + lnx+ C2

Här måste vi tydligen välja C1 och C2 s̊a att C1 − C2 = 1.

10. L̊at F (x) beteckna en primitiv funktion till e−x
2
, dvs. F ′(x) = e−x

2
. Nu kan

vi skriva
∫ 2x

x
e−t

2
dt = F (2x)− F (x).

Vi deriverar m.a.p. x:

d
dx

∫ 2x

x
e−t

2
dt = F ′(2x) · 2− F ′(x) = 2e−4x2

− e−x
2
.


