8.5 Minstakvadratmetoden

8.5.1 Ett exempel

Man ville bestimma ett approximativt virde pa tyngdaccelerationen
g: En sten sldngdes fran en hog byggnad och man noterade med hjilp
av fotoceller placerade pa hojderna 5, 10, 20, 30 och 40 meter Gver
marken nér stenen passerade dessa nivaer. Métresultaten blev:

y, nivd i meter | 40 | 30 | 20 | 10 | 5

t,tidisek ] 0.42 ] 1.62 | 2.22 | 2.67 | 2.85

g ] =
1

Man bedoémde att luftmotstandet inte hade nagon ndmnvérd inverkan

pa stenens rorelse varfér man enligt Newtons lagar har sambandet,

y = yo + vot — gt*/2,

mellan stenens hojd éver marken y [m] och falltiden t [s]. Konstanten
yo ar da stenen starthojd, vg [m/s] dess initiala hastighet i lodled och
g [m/s?] den sokta tyngdaccelerationen. Dessa tre okinda storheter
borde da enligt métresultaten, om dessa varit matematiskt exakta,
uppfylla sambanden:

yo + 042v9 — (0.42%2/2)g = 40,
yo + 1.62v9 — (1.62%2/2)g = 30,
vo + 222v9 — (2.22%2/2)g = 20, (8.8)
yo + 2.6Tvg — (2.67%/2)g = 10,
vo + 285y — (2.85%/2)g = 5.
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Nu dr métviardena forstas inte exakta vilket gor det osannolikt att
systemet, som ju har flera ekvationer &n obekanta, har nagra losningar.
En kalkyl som inte redovisas hér visar ocksa att exempelvis de véirden
P& o, vg och g som satisfierar de forsta tre sambanden inte satisfierar
de tva sista. Rimligt &r da att man istéllet letar efter viarden pa vy,
vg och g som insatta i ekvationerna ger vénsterleden virden som ”sa
litet som mojligt” avviker fran motsvarande hogerled.

Vad som menas med ”sa litet som mojligt” maste da forstas forst pre-
ciseras. Flera tdnkbara alternativ finns, till exempel att man bestdmmer
Yo, Vo och g sa att

e den storsta av skillnaderna mellan hoger och vénster led &r (till
beloppet) sa liten som mdjligt, eller

e summan av dessa skillnaders belopp &r sa liten som mojligt, eller

e summan av skillnadernas kvadrater ar sa liten som mgjligt.

Man har i alla dessa fall att 16sa ett extremproblem. Vilket fall man
viljer paverkar forstas vasentligt det riknearbete som behover goras
for att bestdmma de "bésta” virdena pa yg, vg och g. Det visar sig
att det sistndmnda av alternativen ger ett extremproblem som &r
forhallandevis latt att 16sa och vi granskar den metoden, den sa kallade
minstakvadtratmetoden, ndrmare hér.

Litet terminologi: Man sdger att man minstakvadratanpassar poly-
nomet y = yo-+vot—gt? /2 till de uppmiitta viirdena. Virdena g, vg och
g kallas en minstakvadratiosning till systemet (8.1) (eller en 16sning till
(8.1) i minstakvadratmening). Det minsta virdet pa summan av skill-
nadernas kvadrater dr kvadraten pa anpassningens medelfel och ar ett
slags matt pa hur bra anpassningen &r.

Vi tillampar forst metoden pa exemplet ovan, men for att de speciel-
la koefficienterna i inte skall skymma sikten f6r forfarandets allmén-
giltighet, formulerar vi om problemet i termer av l6sning av linjira
ekvationssystem med hjéalp av matrisrikning:



8.5.2 Normalekvationen

Pa matrisform kan systemet (8.1) skrivas

Ax = b,
1 042 —0.42%/2 40
1 1.62 —1.622/2 Y0 30
dir A= | 1 222 -2222/2 [, z=| vy | ochb=| 20
1 267 —2.67%/2 g 10
1 2.85 —2.85%/2 5

Ett analogt geomet-

1 Minimalvérdet av F =
I'lSkt problem antyds kvadraten pa& minsta avstandet

: 5 1. dfrénb till vardemangden fo
i figuren héir bredvid:  Zidningeny =Ax Vérdemangden till den
.. .. linjara avbildningen
Det giller att mini- oA
o o y= y=Ax
mera avstandet fran AX

det ”plan”, som utgor -
virdemingden V till /
avbildningen y = Ax,

till en punkt b som inte ligger i ”planet”. For minimipunkten xg
skulle i sa fall vektorn mellan b och den nirmaste punkten Azg pa
viardeméngden vara vinkelrdt mot varje vektor i denna viardeméngd.

Eftersom V spénns upp av

v kolonnvektorerna i matri-

2— Kolonnvektorer i matrisen sen A’ Sé méSte skalar-

e ksomx & produkten av var och en

av dem med Ax — b vara

= 0. Men kolonnerna i A

dr identiska med raderna i

transponatet AT, sa det nyss sagda innebiir att AT(Ax — b) = 0,
d.v.s.

AT Az = ATb|

Minimipunkten xg maste alltsa satisfiera detta ekvationssystem —
problemets sa kallade normalekvation. For de fall dir AT A &r en in-
verterbar matris sa giller tydligen o = (ATA)"1ATb.

Vi leds alltsa till pastaendet:
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Sats 8.11: (Om minstakvadratanpassning)
Om xy ar minipunkt till funktionen
F(z) = |Az — b,

nen

AT Az, = ATb.

dér A ar en avbildning R® — R™, sa satisfierar 2y normalekvatio-

I exemplet i avsnitt K8.1 &r
1 042 -0.42%/2

1 1.62 —1.62%2/2 Yo

A= 1 222 -2222/2 |, z=| vy | ochb=
1 2.67 —2.67%/2 g
1 285 —2.85%2/2

Detta ger (rdknehjdlpmedel som riknedosa eller matematikprogram

som MatLab, Maple, Matematica ... underldttar!):

5 9.78 —11.4903
ATA = 9.78 22.9806 —28.724976
—11.4903 —28.724976 37.00098508
105
och ATb = 150.75 ,
—148.12875
d.v.s. normalekvationen ar:
5 9.78 —11.4903 20
9.78 22.9806 —28.724976 Vo =
—11.4903 —28.724976 37.00098508 g
med 16sning:
20 5 9.78 —11.4903
0 = 9.78 22.9806 —28.724976
g —11.4903 —28.724976 37.00098508
40.0150857
= 1.98494802

)

9.963902255

105
150.75 ;

—148.12875

105
150.75
—148.12875



vilket ger ndrmevirdet g ~ 9.96 m/s2 fér tyngdaccelerationen. Sam-
tidigt avldser man att stenens hojd éver marken i starten var ~ 40.0
m och dess uppatriktade hastighet i startogonblicket ~ 1.98 m/s.
For stenens hojd som funktion av falltiden far man da sambandet:
y = 40 + 1.98t — 4.98t2. Foljande diagram visar grafen for denna funk-
tion tillsammans med méitpunkterna:

TR u

Ett matt pa anpassningens godhet #r det sa kallade kvadratiska
medelfelet: |Axg — b|/y/m, dir m #r antalet ekvationer i systemet,
vilket hér kan berdknas till ~ 0.16.

Anmdrkning: Det kvadratiska medelfelet kan tolkas statistiskt: Om
man antar att de métfel man gjort, har orsakats av manga sma,
sinsemellan oberoende storningar, s dr sannolikheten for att kom-
ponenterna i xg avviker fran de ”korrekta” med mindre &n medelfelet
ungefir 68alltsa innebéra att det korrekta vérdet av tyngacceleratio-
nen g med c:a 68%:s sannolikhet ligger i intervallet 9.96 & 0.32 [m/s2].

*8.5.3 Hirledning av det allminna fallet

Resonemanget ovan, som ledde till normalekvationen och sats 8.11 kan
verka allméngiltigt, men man bor notera att det byggde pa en figur dér
b iir en punkt i R3, medan b i rikneexemplet ligger i R, sa pastéendet
ar inte sjéalvklart riktigt. Generaliseringen till det helt allménna fallet,
da b ligger i R™ och x i R™ dr &nnu mindre sjilvklar. I detta avsnitt
visas att sats 8.11 &r sann ocksa i dessa fall. Eftersom det beviset inte
kan bygga pa nagon figur, maste det goras med enbart algebraiska
och/eller analytiska metoder:
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Nagra hjilpsamma observationer

Forst en variant av kvadreringsregeln:

Hjdlpsats 8.1:
Om wu och v dr kolonnvektorer (dvs n x 1-matriser)

u1 U1

U2 V2
u= : och v = : ,

Um Um,

sa ar |u + v|? = |[u|? + |v|? + 2uTv.

Bewvis: Man har namligen att

lutv|? = (utv) T (utv) = (uT+v7) (utv) = uTutuTv+vTut+v v

Men alla dessa produkter dr skaldrer (1 x l-matriser) varfor vTu =
vTuT = uTv och uTu = |ul?, vTv = |v|?, alltsd
lu +v|? = |ul? + |[v]? + 2uTw. []

Sedan en observation om nollstéillena till AT Az:

Hjalpsats 8.2:

AT Az = 0 om och endast om Az = 0.

Pastaendet ir sjilvklart sant om AT (och dirmed #ven A) dr invert-
erbar, men poéngen ar att detta &r riktigt for godtyckliga matriser A
av godtyckligt format.

Bewvis: Man har kedjan av implikationer:

Az=0 = ATAz=0

)
|Az)? =0 <« zTATAz=0

d.v.s. ATAz=0< Az =0. [ ]



Hdrledningen

Vi visar foljande precisering av satsen 8.11 ovan:

Sats 8.12: (Minstakvadratmetoden)
For varje matris A och kolonnvektor b med samma antal rader som
A har normalekvationen,
AT Azxy = ATb,
(minst) en 16sning.
For varje sadan 16sning x( géller att
|Ax — b|? > |Axy — b,
d.v.s. g &r minimipunkt till funktionen
F(x) = |Az — b|?.

Beuvis:

1. Att normalekvationen alltid har l6sningar kan inses genom ett
indirekt resonemang:
Anta att systemet inte har nagra losningar. I sa fall maste det
finnas nagon linjér kombination av raderna i matrisen AT A som
ar identiskt = 0

d.v.s. c¢TAT A = 0, for nagon kolonnvektor ¢,
medan samma linjira kombination av raderna i hogerledet b ar
#0, d.v.s.

cTATb£0.1

Men eftersom ¢’ AT A = (AT Ac)T = 0, har vi enligt hjilpsats 2
att Ac = 0 och dirmed ocksa ¢ AT = 0. Detta ger motségelsen
c¢TATb = 0 — antagandet att systemet inte har nagra l6sningar
ar alltsa felaktigt.

2. Lat nu zg vara en godtycklig 16sning till normalekvationen. Sétter
via = xog+h, dir h dr en godtycklig vektor (av samma dimension

'Om man exempelvis 16ser systemet med hjilp av Gausselimination — vilket inte
Ar nagot annat dn att man efter ett visst monster linjirkombinerar ekvationerna i
systemet till nya ekvationer — sa maste forfarandet generera en ekvation av typen
0-x =k # 0, annars skulle ekvationssystemet AT Az = b ha en l6sning.
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som x), si ir
F(x) = |A(xo+h)—b*=|A(xs—b)+h|?
_ [Satt u = Azo — b och“
v = Ah i hjilpsats 1.
|Az — b]* + |Ah> + 2T AT (Azy — b)
= [Men AT(Axo —b) =0. ]
= |Azo—b|* + |ARh* > |Azy — b* = F(xp). =

8.5.4 Nar finns det bara en minimipunkt?

I rikneexemplet ovan #r matrisen AT A inverterbar varfér normalek-
vationen har en enda losning. Ett rétt enkelt ekvivalent villkor, som
dessutom i praktiken ofta &r uppfyllt ges av:

Hjélpsats 8.5
Den kvadratiska matrisen AT A #r inverterbar om och endast om
kolonnvektorerna i A ar linjért oberoende.

Bevis: Den kvadratiska matrisen AT A dr inverterbar.

Ekvationssystemet AT Az = 0 har bara den triviala l6sningen = 0.

)
Ekvationssystemet Ax = 0 har bara den triviala 16sningen & = 0.
)
Kolonnvektorerna i A ar linjart oberoende. ]

For minstakvadratmetoden innebéar detta:

Sats 8.13: (Entydighet hos minimipunkten)

Funktionen F(x) = |Ax — b]?,

har en enda minimipunkt om och endast om kolonnvektorerna i A
dr linjart oberoende.

Minimipunkten zq ges av o = (ATA)"1ATb.

En viktig typ av problem, ddr minimipunkten alltid &r unik, &r nér
man minstakvadratanpassar ett polynom av grad n,

Y =co+ it + cot® + - + ent™,



till métdata (t1,v1), (t2,y2)s - -, (tm, ym) vid olika ”"tidpunkter” som
ar fler 4n gradtalet n, dvs ¢; # t; om i # j och m > n. Det inledande

exemplet dr av denna typ.

Sats 8.14: (Om polynomanpassning)
Kolonnvektorerna i matrisen

1t 2 ..t}
1ty t% 721
1ty 2 -0 %

dér t; # t; om i # j och m > n, &r linjdrt oberoende.

Beuis:
Co
C1
Om Ac = 0 fér nagon vektor ¢ = , sa har polynomet
Cn
p(t) =co+ 1t + Cot? + -+ ept”
de m > n olika nollstallena tq,to,...,t,,. Eftersom inget polynom

féorutom nollpolynomet kan ha fler nollstéillen &n sitt gradtal, sa maste
p vara nollpolynomet, d.v.s. ¢ = 0.

Ovningar till avsnitt 8.5

8.20 Skriv upp normalekvationerna till systemen
1

1 2
a. | 3 (il): 0 |,
5 6 2 1

1
(!

W

ot
o w
~
8 8
N =
I
A/~
o
~
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8.21

8.22

8.28

8.2/

1 2 3 T 1
¢ 4 5 6 To =10 |,
00 0 T3 1
T
d (1, 2 3)| = | =1,
T3
1 1
e. 2 |x= 01,
3 1
e (12 z\ (1
"\ 3 4 zs )] -\ 0 )
1 2 z ) (1
& 2 4 w ) Lo )
10 1
0 1 . 0
h. | 0 0 (1>= 1
00 T2 2
00 3

For vilka av systemen i uppgift 8.20 finns det bara en enda minstakvad-
ratlosning?

Ange en minstakvadratlosning fér var och en av systemen i uppgift 8.20.

a. Punkterna (z,y,z) = (1,3,5)t+(2, 4, 6)s, bildar ett plan genom origo.
Vilken dr den vinkelrdta projektionen av punkten (1,0,1) pa detta
plan?

b. Punkterna (z,y, z) = (1,2, 3)t, bildar en rit linje genom origo. Vilken
dr den vinkelriita projektionen av punkten (1,0,1) pa denna linje?

Lat w och v vara tva vektorer i R? och 14t L vara den méngd punkter
vars ortsvektorer r linjira kombinationer av w och v. (L &r ett plan om
u och v inte #dr parallella och en linje om de dr parallella och ej bada
# 0.) Lat vidare A vara matrisen som har u och v som kolonner.

Verifiera dels att den pa L beldgna punkt yg, som ligger ndrmast punkten
b ges av

Yo = Az, diir xo dr nagon lsning till AT Az = ATb
och dels att det minimala avstandet = /(|b|?> — [yo|?).
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8.25

8.26

8.27

8.28

8.29

8.50

8.31

a. Vilken av punkterna pa planet i uppgift 8.23a ligger ndrmast punkten
(1,0,1) och vilket &#r det minimala avstandet?

b. Vilken av punkterna pa den réita linjen i uppgift 8.23b ligger ndrmast
punkten (1,0,1) och vilket &r det minimala avstandet?

a. Visa att raderna i matrisen A &r linjért oberoende om och endast om
matrisen AAT dr inverterbar.

b. Visa att om raderna i matrisen A &r linjart oberoende sa har nor-
malekvationen AT Az = ATb samma lésningar som det ursprungliga
systemet Ax = b.

Bestdm ekvationen for den réta linje y = kx + [ som i minstakvadrat-
mening bist anpassar till punkterna (0,0), (2,1) och (3,8). Bestdm ocksa
medelfelet.

Bestdm ekvationen for den réta linje y = kx + [ som i minstakvadrat-
mening bist anpassar till punkterna (0,0), (1,1), (2,1) och (3, 8). Bestiam
ocksa medelfelet.

Bestam ekvationen for den parabel y = ax? + bx + ¢ som i minstak-
vadratmening bést anpassar till punkterna (0,0), (1,1), (2,1) och (3,8).
Bestdm ocksa medelfelet.

Bestdm ekvationen for det plan z = ax + by + ¢ som i minstakvadrat-
mening bist anpassar till punkterna (0,0,0), (1,1,1), (1,2,3) och (2, 3, 6).
Bestiam ocksa medelfelet.

Den verksamma substansen, theophyllin, hos ett likemedel mot astma
forsvinner enligt en matematisk modell ur kroppen enligt sambandet

c(t) = Ae*t,
dir ¢(t) och A dr koncentrationerna av theophyllinet i blodet vid tider-

na t respektive 0 och k &r en konstant, som éar relaterad till individens
utsondringsférmaga.
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I syfte att kunna planera docerin-

gen hos ldkemedlet — koncentra-

tionen av theophyllin maste hela Antal | Koncentration
tiden ligga i ett visst intervall for timmar [mg/1]

att likemedlet skall ha avsedd ef- 1 10.0
fekt — vill man fér en viss per- 5 5.0

son empiriskt bestdmma konstan- 9 2.5

ten k. Likemedlet injicerades i pa- 13 1.5
cienten och man métte sedan theo- 15 1.0
phyllinkoncentrationerna i blodet vid 19 0.5

olika tidpunkter. Métningarna sam-
manfattas i tabellen hér bredvid:
Relationen ovan kan efter logaritmering skrivas

Inc=InA —kt

Minstakvadratanpassa konstanterna In A och & till de givna métvérdena.



Svar till uppgifterna

35 44 T1
o (B 8)(2

17 22 27 1 1
b. 22 29 36 x | =1 2 ],
27 36 45 x3 3
17 22 27 1 1
c. 22 29 36 z | =1 2 ],
27 36 45 x3 3
1 2 3 1 1
d 2 4 6 x2 | =1 2 |,
3 6 9 x3 3
e 6z =4,
10
f ( 14

8.21  De dir kolonnerna &r linjirt oberoende, dvs. a, e f och h.

822 a. ( 2 > = ( _Zg )

X1 —5/3
b. T.ex. To = 4/3 |,
I3 0
X1 75/3 + t
(allmén losning: | zo | = | 4/3-2t |),
I3 t
X —5/3
c. Tex. | z2 | = 4/3 |,
X3 0
T —5/3 +t
(allméin 16sning: | zo | = | 4/3—-2t |),
I3 t
X1 1
d Tex. | z2 | =1 0 |,
I3 0
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8.23

8.25

8.25

8.27

8.28

8.29

T 1—2s—3t
(allmén 16sning: [ x2 | = s ),

e. T=2/3,

f. T.ex.<2>—(3_/22 >

(obs att matrisen for systemet i 8.20f dr inverterbar, sa nor-
malekvationen har samma 16sning som det givna systemet),

g, Tex < 2 ) = ( 1(/)5 >
(allmsén 1osning: ( 2 ) = ( 1/5 . 2 )),

e ()= ().

Ledning: Lampligt att anvinda resultaten fran uppgifterna 8.22.a
och e.

a. (2/3,2/3,2/3),
b. (2/3,4/3,2).

=

Ledning: Lampligt att anvdnda resultaten fran uppgifterna 8.22.a
och e.

a. (—1/3,2/3,—1/3), minimalavstandet = 1/2/3,
b. (2/3,4/3,2), minimalavstandet = /26/3.
Ledningar:

a. Tillampa hjalpsats 3 pa A:s transponat.

b. Multiplicera relationen AT Az = ATb med A fran vinster och
tillimpa resultatet fran a-uppgiften.

y = (332 — 13)/14. Kvadratiska medelfelet = 13/v/42 ~ 2.01.
: . (13 5 kE\ [ 26

(Normalekvationen &r ( 5 3 ) ( ) ) = ( 9 ))

y = (242 — 11)/10. Kvadratiska medelfelet = 61/v/20 ~ 1.75.

o (14 6\ (kY _ (27
(Normalekvationen &r < 6 4 ) ( I > - ( 10 ))

y = 3x2/2 — 21x/10 + 2/5. Kvadratiska medelfelet = 2//5 ~ 0.89.
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98 36 14 a 7
(Normalekvationen dr | 36 14 6 b | =1 27 |.)
14 6 4 c 10

8.30 z =2y — 1/2. Kvadratiska medelfelet = 1/2.

6 9 4 a 16
(Normalekvationen & | 9 14 6 b | =1 25 |.)
4 6 4 c 10

831 InA~ 2448 och k ~ 0.1637.

. ) 6 62 kE\ [ 4.54063
(Normalekvationen &r ( 62 862 ) ( ! ) = ( 10.6967 ))



