Repetition, Matematik 2, funktioner av flera variabler.

Berékna hastigheten, farten och accelerationen vid tiden t for en partikel vars rorelse
beskrivs av r(f) = (2sint+cost, 2cos t—sint, 2t).

Berdkna langden av kurvan r(t) = (4t3sint3cost), O£ t£ p.

Sok
a lim Xy-1 b. lim _ XY c. lim X2+2xy
xy®@1) y—1 x.y)® (0,0) 3X2 + 4y?2 xy)® (0,0) 3X2 + 4y?2

Bestam alla funktioner f(x,y) saddana att
a. fy = 2xsinx2, fj=cosy.
b. fi=y, fy=x+2y.

I uppg.5-6 ar f och g godtyckliga tva ganger deriverbara funktioner av en variabel.

5. Visa att
a. z = f(x + y) + g(x — y) satisfierar ekvationen z.; — z;,, = 0.

b. z = f(x2 + xy?) satisfierar ekvationen 2xyz; —(2x +y?)z;=0.

6. L&t z = xy + f&0 Bestam x2zy; + 2xyzy, + y?z,,.

eyg

7. Bestam riktningsderivatan till funktionen f(x,y,z) = e®¥ + 2arcsinz i punkten (0,1,0) i
riktning av vektorn (-1,0,1). | vilken riktning vaxer f i (0,1,0) snabbast? Vilka
varden antar riktningsderivatani (0,1,0) da u &r en godtycklig enhetsvektor?

8. Lat f(x,y) :‘\/1+2x+4y. Ange den riktning i vilken tillvéaxthastigheten av f i punkten
(4,-2) ar minst.

9. Lat z(x,y) = f(2x + 3y). Berakna riktningsderivatan av z i punkten (1,1) i riktning av
vektorn v = (3,4) d& f(5) = 4. Vilka varden kan riktningsderivatan z;(1,1) antafd u ar
en godtycklig enhetsvektor?

10. Funktionen f(u,v) ar differentierbar i hela R?2. Satt h(x,y,z) = f(x/y, y/z), y >0, z > 0.
Berakna xhj +yhy+zh; uttryckti u och v och partiella derivator av f.

11a. Transformera ekvationen 1. 1f _1.9f ¢ genom u = In(x2 + y?), v = In(x2 - y?).

x fix y fy

11b. Transformera uttrycket z} — 2xz + X223, genom X = U, y = V — u;

1lc. Transformera ekvationen z, + z,, =0 genom X =uU+V, y=2u- V.

Svar:

1. (2cost-sint —2sint—cost 2), 3, (-2sint—cost —-2cost+ sint, 0).

2.  5p.

3a. finns ej. 3b. 0. 3c. finns ej.

4a. f(x,y) =siny —cosx?+ C. 4b.  f(x,y) = xy2+y. 6. 2xy.

7. 12, (1,0,2), [V5,45]. 8.  [1-2]. 9. 72/5, [-208,208].

10. oO. 11a. fy,=0. 11b. z, + zy.

1llc. 2z, + 2z, + 5z,,=0.



13. Visa att ekvationen xY + siny =1 definierar y som funktion av x i en omgivning av
punkten (1,0) och berédkna y’(1).

14. Visa att det i en omgivning av origo finns en funktion z(x,y) som satisfierar ekvationen
x3+ y3+ z3+ x2z2 — yz — z = 0. Berékna for denna funktion z} och zj.

15. Bestam alla punkter pa ytan z = x2 + 4y? i vilka tangentplanet ar parallellt med planet
X+y+z=0.

16. Bestam ekvationen for tangentlinjen till kurvan r(ty = (sin t, cos t, cos 2t + sin 2t),
O£ t<2p ipunkten (0,-1,1).

17. Bestam ekvationen for tangentlinjen och normalen till nivakurvan f(x,y) = 6 i punkten
(2,1) da f(x,y) = x2y + xys.

18. Bestam ekvationen till tangentplanet och normalen till ytan
a. x3+ y3+ 233z =2 ipunkten (1,-1,2).

b. z —4arctan)% =3 i punkten (1,2,3).
X+ 2z

19. Bestam ekvationen till tangentplanet och normalen till ytan
a. z = x2—4y? i punkten (5,2,9).
b. z=x+y+3arctan¥=2X j punkten (1,2,3).
X +y

20. Bestam Taylorpolynomet av andra graden till funktionen
a. f(x,y) = eX-% i punkten (0,0).
b. f(x,y) = In(2x2 + y2) — 2y i punkten (0,1).

21. Betrakta funktionen f(x,y) = sin(3x —2y —5)cos(2x — 3y).

a. Bestam en linjar approximation till f i en omgivning till punkten (3,2) och be
rakna ett approximativ varde av (3.1, 2.2).
b. Bestam Taylorpolynomet av andra graden till f i en omgivning till punkten (3,2)

och anvand detta polynom for att berékna ett approximativ varde av (3.1, 2.2).

22. Betrakta funktionen f(x,y) =sin(2x —y) + 2In(y —x).
a. Bestam en linjar approximation till f i en omgivning till punkten (1,2) och be
rakna ett approximativ varde av f(1.1, 2.2).
b. Bestam Taylorpolynomet av andra graden till f i en omgivning till punkten (1,2)
och anvand detta polynom for att berdkna ett approximativ varde av f(1.1, 2.2).

23. Bestam lokala extrempunkter och deras karaktar till funktionen
a. f(x,y) = xye- &Z+y2)2,
b.  fixy)=X+8_y
y X

Svar:
o _ =3x%2-2xz - -3y2+ z
13. 0. 14. z} = .z, = _
¥ 3z2+x2-y-1""Y 322+ x2-y-1
15. (-1/2,-1/8,5/16). 16. (x,y,z) =(-t—-1,1+2%1). 17. x+2y=4, 2x -y =3.

18a. Tangentplan: x +y +3z =6. Normal: (1,-1,2) + t(1,1,3).

18b. Tangentplan: 2x -y + z =3. Normal: (1,2,3) + t(2,-1,1).

19a. Tangentplan: 10x —16y —z =9. Normal: (5,2,9) + (10,-16,-1).

19b. Tangentplan: x -2y + z =0. Normal: (1,2,3) + t(1,-2,1).

20a. 1+Xx—2y + x2/2-2xy +2y2. 20b. -2+ 2x2—(y —1)%

2l1a. p(x,y) =-14 + 9x — 2y. 9.5. 21b. p(x,y) =-14 +9x — 2y + (x — 3)2. 9.51.

22a. p(x,y)=y-2. 0.2. 22b. p(x,y)=y—-2—-(x—-1)2+2(x —1)(y - 2) - (y — 2)2. 0.19.
23a. . max. i £(1,1), I. min. i £(1,-1). 23b. lok. max. i (—4,2).



24. Bestam lokala extrempunkter och deras karaktar till funktionen
a. f(x,y) = 3x2+ 3xy + y2 + y3, b. f(x,y) = x3y2 + 27xy + 27y.
C. f(x,y,z) =x2+y2+2z2, d.  f(x,y,z) =x2-2y2+72-2x +4y + 2z.

25. Bestam det storsta och minsta vardet av
a. X2 - xy+y2—x-y+1 da (x,y) varierar inom och pa randen av triangeln med
horn i punkterna (0,—1), (0,1), (2,0).

b. x3+y3-3y d& X|£2, O£y £2. C. 2X2+4x-y+5 da x2£y£2-x.
d. X+7y dd x2+ y2£2, y£1. e. X —y da x2+ y2£10.
f. X + 2y da x2+ 4y?2 £ 10. g x+\V2-x2-y2
h. X +2y +V6-—x2 - y2
26. Ange en minstakvadratlosning till ekvationssystemet
v Xt+t2y=1
i X+2y=1 w— v=2
a. [ x—y=2. b. |2x+ y—O
fox + y=0 T y:
X+ y=0

Berakna ocksa medelfelet.

27. Bestam ekvationen for den parabel y = ax2+ bx + ¢ som i minstakvadratmening bast
anpassar till punkterna (-3,3), (-1,1), (0,1), (1,2), (3,4).

28. Visa att ekvationen x3+y3+z3+x +y+z =6 definierar i en omgivning av punkten
(1,1,1) precis en funktion z =z(x,y). Berakna z;(1,1).

29. Visa att ekvationen x +y + sin xy = 0 definierar i en omgivning av punkten (0,0) precis
en strangt avtagande funktion y = y(x).

30. Visa att ekvationssystemet i y = uv dar u2+v21 0, definierar lokalt precis en
l z=3u-v
kontinuerligt deriverbar funktion z =z(x,y). Berdkna z4(0,1) och z{(0,1) d& man vet att

z(0,1) =2.

31. Visa att det finns en omgivning av punkten (x,y,u,v) =(1,1,1,1) i vilken ekvationssystemet
i1 2x24+uy +v2=4 . . . . . .
i definierar precis en kontinuerligt deriverbar funktion
TU2 —2uv+y2=0

a. u = u(x,y). Berakna uy(1,1).

b. x = x(u,v). Berdkna x;(1,1).

32. Bestam forsta och andra differentialen till funktionen
a. f(x,y) =x2+y2—-xy -3y ipunkten (2,1).
b. f(x,y,z) =x2+y2—-xyz -3y ipunkten (2,1,0).

Svar:

23a. . max. i £(1,1), I. min. i £(1,-1). 23b. lok. max. i (—4,2).
24a. I.min. i (0,0) 24b. l.maxi (-3,-1) 24c. lok. min i (0,0,0)
24d. saknas 25a. 3 och 3/28. 25b. 10 och -10.

25¢. 10 och —1/8. 25d. 10 och 6. 25e. 2\/5 och —2\/5.
25f. 32 och —3V2. 25g. 2 och —\/2. 25h. 6 och —\/30.

26. a. x =213,y =-1/3; 1. b. X =7/11,y = -4/11,; \/T22/33.
27. y =(26x2+ 20x + 115)/100. 28. -=3/2. 30. zy=1zy=1.

3la. -2/3. 31b. O.

32a. df =3h -3k, d?f = 2h? — 2hk + 2k?.
32b. df =4h -k -2I, d?f = 2h? + 2k? — 2hl — 4kI.



