5B1137 Reell analys I, ht 2006
Losningsforslag till lappskrivning 1

1. Lat {a,}2, vara en foljd av reella tal. Ge en rigords definition av vad
som menas med att
lim a, = L.

n—oo

Losning: For varje € > 0 finns ett N = N(e) sa att

n>N=|a, — L| <e.

2. Lat0 < a < 1. Visa att
lim a™ =0

n—oo

med hjdlp av definitionen ovan (det vill sdga utan att anvinda nagon
kind konvergenssats).

Losning: 0 < a < 1 = a kan skrivas som

1

a:H—h fOI' néigoth>0
Da ar
0<a® 1 1 < 1 < > 1
a = = e omn —.
T+ Trnht ™ Upzy b " ch

3. Talféljden {a,}5°, definieras pa foljande sdtt:

3a, — 1
an + 1

a; =2 och a, 1= da n=1,2,3,4,....

Berdkna lim,,_, a,,!

Ledning: Titta pa nagra tal © borjan av foljden, gor en kvalificerad giss-
ning, och anvand sedan till exempel induktion for att visa att gissningen
ar korrekt.



Losning: Vi har

a; = 2, a2:§, agzé, a4:z,....
3 2 5
Om vi ANTAR att A = lim,, ., a, finns, sa ger
. ~ 3a, —1
n—oo 1 Gpi1 = an+1
att
3A—1 9 9
A= 151 = A"-24+1=0<<= (A-1)"=0 < A=1.

Sa vi GISSAR att a,, avtar mot 1. Vi visar forst att a, > 1 for alla
n med induktion, d.v.s. vi visar pastaendena P, : a, > 1forn =
1,2,3,....

Observera till att borja med att

3a, —1  3(a, +1)—4 5 4

a, +1 a, + 1 N a, +1
Sedan gor vi det vanliga induktionsbeviset:

Ap+1 =

(1) P &r sant, ty a; = 2.
(2) Pn — Pn+1 :

1 1 -1 1
n>1 <= a,+1>2 <— < = ——
“ Gn + o +1 2 o, +1° 2
-4 i,
a, + 1 2 7

Sa
P, <= a,>1=a,11>3-2=1 << PF,y.

B )=pr2p2p&p o

Att {a,} ar avtagande betyder att a,, — a,;1 > 0 for alla n — vilket &r
sant:

3an,—1  a,?—2a,+1  (a, —1)?
a, +1 a, +1 oa,+1

ap — Qpy1 = Qp — >0,

eftersom a,, > 1.

{a,} avtagande och nedat begrénsad = lim,, ., a,, finns — och maste
enligt ovan vara lika med 1.



