Institutionen for Matematik, KTH,
Olle Stormark.

Losningsforslag till tentan i 5B1137 Reell analys I for F1,
06-12-18, kl. 8.00 — 13.00.

e Inga hjalpmedel.

e Du som har klarat lappskrivning ¢ (i = 1,2,3) har automatiskt klarat
tal 7.

e For godkant betyg kravs att man klarat ungefar halften av talen.

1. Lat S vara en begransad delmdngd avR. Visa att sup S finns. Ledning:
Upprepad intervallhalvering!

Losning: Se boken sid. 87-88.

2. Antag att f(x) ar vizande och uppat begrinsad da x > 10. Visa att
lim f(z)

T— 00

finns.

Losning: Lat M = sup,-,o f(z) =minsta évre begransningen av f:s
virdeméngd. € > 0 => M — € &r inte en Gvre begrinsning = finns
xo sa att f(xg) > M —e. f vixande = f(z) > f(zo) om z > ¢, det
vill sdga

x>xg= M —¢e< f(z) < M, for alla € > 0,
vilket betyder att lim, ., f(z) = M.
3. Berakna -
I, :/0 ﬁdx

form = 1,2,3,.... Ledning: Gor variabelbytet x = sin€@ och hdarled
darefter en rekursionsformel for I,, med hjalp av partiell integration.
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Loésning: z = sinf = /1 — 22 = cosf, dx = cosfdf och x =
0 <= 0=0,z=1 < 0=7/2,sa

w/2
I, :/ sin" 0 df.
0
Vi far
w/2 w/2
[0:/ d@zz, 11:/ sin@dGz[—cosH]g/Qzl,
0 2 0
och dan > 2:
/2
I, = / sin" 6 - (— cos ) df
0
9 w/2
= [—sin"'0 - cos 9]3/ +(n—1) / sin” "2 - cos @ - cos 0 df
0

/2
=0+ (n— 1)/ sin" 20 - (1 —sin?0) df = (n — )1, o — (n — 1)1,
0
<~ n-I,=(n—1)1,_.

Sa vi far rekursionsformeln

—1
L=""C1, for n=2,34,...
n—1 n-3 1 (n—1" =
= ttal = I, = R = T
T Jamb e n n—2 27 n!! 2
—1 n-3 2 — 1!
n = uddatal:]n:n -n—---—ll—(n )
n n—2 3 n!!

4. Lat 0 < b < a. Genom att rotera cirkelskivan
(z—a)* +y° < b
runt y-azeln fas en sa kallad torus. Visa att volymen av denna ges av

V = (Iingden av medelpunktens vig) - tvirsnittsarean = 2ma - wb°.



Losning: Rotationsvolymen V' ar lika med

a+b a+b T —a 2
V:27r/ x-2\/b2—(x—a)2dx:47rb~/ 1— ( 2 ) xdx.
a— a—b

b

Tr—a

t =
b

= r=a+bt=dr=bdt =

1
V:47rb2-/ V1—1t2-(a+bt)dt
-1
1 1
:47ra62-/ \/1—t2dt+47rbg-/ V1—1¢2-tdt.
—1 —1

Andra integralen ar = 0, eftersom integranden ar udda och integra-
tionsintervallet ar symmetriskt omkring ¢ = 0. I den forsta integralen
ar integranden jamn, och darfor ar

1
V = 8rab® - / V1 —t2dt.
0

t =sind = v1 — 1?2 = cosf och dt = cos 0df =

w/2 w/2
V = 8rab® - / cos*6 df = 4wab* - / (14 cos26) df
0 0

1 w/2
= 4rab? - [9 + 3 sin 20] = 4rab® - g = 2ra - b2,
0

. Lat a € R. Skriv (1 + z)* som ett MacLaurinpolynom av graden n
plus en restterm, samt visa att resttermen — 0 da n — oo for varje
x e (—1,1).



Losning: Fran

flx)=(1+2)*= f(0)=1,
fl(z) =a(l+2)" ! = f(0) =

" a—2 "(0 ala —1
F(z) = ala— 1)(1 + 2) :>f2<!>: <2! )

f(n)(x) =ala—1)...(a—n+1)(1+2)"" =
f™0) ala—1)...(a—n—1)

o Y

n! n
f(n-i-l)(x) =ala—1)...(a—n)(1+x)* " N
_fn+1)() n+1_a(a—1)...(a—n) _

( + 1)' (n + 1)[(1 + C)n+1fa

R, ()

for nagot ¢ mellan 0 och z, ser vi att

(Atap =14 %0 80D oozl aont )
ala—1)...(a—n)(1+0c)* .\
)TL .

(n+ 1)1 + ¢)ntt

| <|z|<l=1-|z|<1+c<1<1+|z|] =
|1+ ¢|* begransad, sig < K,—

a(a—=1)...(a —n)| K al \"
|Rn(z)] < K (n+ DI(1 — |z)»+ < 1 1) (1 - \56'|> .

Med
pn+1

|al .
b= tt R, (z)| < K - ———
= || ser vi a |R, ()| < CEE

Vilj ett heltal m sa att b < m. For n > m ar da

bn+1 B b b b b b
LA
b

m! n+1




6. Berakna gransvdardet

1
lim (\3/$3+I+ — ﬁ—kx).
r—00 \/ sin(z—2)

Losning: Forsta roten kan skrivas som

1/3
(P rr+D)P =z 1+ i—I—i /
x? a3

—a-(1+0(%)) =z +0(3)-

I den andra roten ar

111 | D
g = g = (- 06T),
sa
1 , 1 {goometriska serien]
_— = — = cometriska serien
sin(z—2) 1—-0(z*) s

=22 (1+ 0™ =2 +0(7?),

varfor hela andra roten kan skrivas pa foljande satt:

( ! +:1:>1/2:(:1:2+:c+(9(x2))1/2

sin(x~2)

Till slut fas

Vad+x+1— .;—l—x:x—i—(’) 1 —x—l—(’) B
sin(x~2) x 2 x
1

1 1
= 2+(9<—)—>—§ da x — oo.
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7. Lat

n3/2g

o) = T

Visa att funktionsfoljden {f.(x)} —, konvergerar punktvist mot 0 da
n — o0o. Undersok sedan om konvergensen kanske till och med dar
likformag.

n=1,23,..., pa [0,1].

Loésning: Uppenbarligen ér f,,(0) = 0 for alla n. Da z > 0 ar fixt ar

32z 1 1 1 .
O<fn(x): 2 '$+n72.$71<%'5—>0 da n — oc.

Sa f,(z) — 0 punktvist pa [0, 1]. Konvergensen ar likformig om

I%laf(fn(l’) —0 da n— oo
0,1

Rattframma rakningar visar att

f;<x>=---=(1;”—;/2x2).(x+%>.<m_%>;

studium av derivatans tecken avslojar sedan att

1 n1/2 \/ﬁ
(fn)max:f” (ﬁ) = 1+1 = 7’

som inte — 0 dan — oo. Det vill sdga, konvergensen ar inte likformig.

8. Betrakta funktionsserien

o0

L et Deeryy ez

n=1

(a) Visa att serien konvergerar punktvist da x > 0 och berdkna dess
summa. Ledning: Med hjdlp av partialbraksuppdelning kan man
skriva serien sa att den blir teleskoperande (det vill siga, de flesta
termerna tar ut varandra).

(b) Visa att serien dar likformigt konvergent pa [a, 00) for varje a > 0,
men inte likformigt konvergent pa [0, 00).



Losning: Partialbraksuppdelning ger att

T 1 T

(n—=1Dz+1)(nz+1) (n—l)n. (q:—i—ﬁ) (iIZ‘—l-%)
= { handpaldggning }

B 1 n n—1
_(n—l)n x+ﬁ x+%

n—Dz+1 nz+1

varfor

SN(a:)zi"': (%_;pi1>+<xil_2xl+l>

n=1

+"'+<(N—;):c+1_(1v—1l)x+1>

1 1
+((N—1)x+1_Nx+1>

Saledes ar )

T 1+ Nz

(a) Sy(0) ar lika med 0 for alla N. z fixt > 0 = (1 + Nz)™' — 0
da N — oo = Sy(z) — 1 punktvist pa (0,00). Det vill siga,
serien konvergerar punktvist mot

da =
sy =40 0T
1, da x>0.

[Sn(z) =1

(b) Om serien hade konvergerat likformigt pa [0, 00), sa hade grins-
vérdesfunktionen S(z) varit kontinuerlig — vilket inte ar fallet.

Daz>a>0ar

L < L < N>1 ! 1
€ om - - - .
1+ Nz 1+ Na a \ €
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Sa
1
N > — = |Sy(x) — 1| < € for alla = > a,
ae

vilket betyder att Sy(z) konvergerar likformigt mot 1 da x > a.



