Institutionen for Matematik, KTH,
Olle Stormark.

Losningsforslag till 5B1137 Reell analys I for F1,
07-05-31, kl. 8.00 — 13.00.

e Inga hjalpmedel.

e Du som har klarat lappskrivning i (i = 1,2, 3) har autaomatiskt klarat
tal 4.

e For godkant betyg kravs att man klarat ungefar halften av talen.

1. (a) Lat {a,},—, vara en foljd av reella tal. Definiera vad som menas
med att

lim a, = .
n—oo

Losning: lim, .. a, = oo <= for varje M > 0 finns ett tal
N =N(M)saatt n>N = a, > M.

(b) Lat a > 1. Anvind definitionen ovan for att visa att

lim a"™ = oo.

n—oo

Losning: a > 1 = a kan skrivas som a = 14+ h med h > 0.
Binomialsatsen visar att

—1
a" = (1+h)":1+nh+%h2+--- > nh.
Sa a™ >nh > M om n > M/h.
2. Talféljden {ay,} -, dr definierad pa foljande sdtt:

2a, — 1

a; =2 och a, = forn=1,2,3,...

n

Berdkna lim,,_, o a,,.



3.

Losning: Observera att om A = lim,,_,o a,, finns, sa ger n — oo att

241

A==

— A’ -24+1=0 < A=1.

Sa om gransvardet finns maste det vara lika med 1. Eftersom a; = 2,
ay = 3/2, a3 = 4/3, ... gissar vi att a, \, 1. Lat oss forst visa att
a, > 1 for alla n med hjéalp av induktion.

Pastaende P,: a, > 1forn=1,2,3,....
(1) a3 =2 > 1 &r sant.
(2) P, sant = P, sant:

1 1
a,>1 &—= —<l=ap1=2——>2-1=1.
(07% Qp,

(3) Ur (1) plus (2) foljer det att P, &r sant for alla n > 1.
Nar vi nu vet att a,, > 1 ser vi att

20, —1 al —2a,+1 (a,—1)?

Qn Qn Qn

Ap — Apy1 = Ap — >07

sa {a,} -, ar en avtagande och nedat begransad foljd — vilket visar att
lim,, .. a, finns. Och i sa fall maste gransvardet vara lika med 1.
(a) Forklara pa enklast mdajliga sdtt varfor serien

=1
>

n=2

ar konvergent.

Losning:
1 1 1
Apn = 57 = 5 " T 17 5>
n?—1 n? 1-—1/n?
dar
Sa ]
bn:—2:>a—n—>1dén—>oo7
n bn,



vilket enligt jamforelsesatsen medfor att

Z a, ar konvergent <= Z b, ar konvergent.

Men 2 > 1 = )b, konvergent, sa ocksa ) a,, &r konvergent.

(b) Berdkna denna series summa — till exempel med hjilp av par-
tialbraksuppdelning.

Losning: Partialbraksuppdelning visar att

11 1 1
n2—1 2\n—-1 n+1/)"

Darmed fas att

+1 1 n 1 1+ 1 1
3 N-1 N-2 N N-1 N+1

4. Berdkna gransvardet

. (x —sinz)?

lim ———,
z—oo (coshx — 1)3

dir coshx = (e* + e~*)/2. MacLaurinserierna for sinz och e* antas

vara kdnda, och behover alltsa inte hdrledas.

Losning:
3 2d 3
r—sinz=r—r+=—— "+ ="=+0("
3! 5l 6 (@)
G
= téljaren = — + O(z®).
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1
coshx — 1= E(ex +e " —2)

1 x? 22 x?
25(1+$+§+“'+1_1‘+§+"‘_2>:—+(9(5E4)

1.6

= nadmnaren = 5 + O(a).

Darmed fas att

(r — sinz)? _ 29/36 + O(z®) _1/36+ O(z?)

(coshx —1)3  26/8 + O(x?) 1/8 + O(x?)
8 2

— —=—dax—0.
36 9
. Berdkna integralen
/  dx
1= .
o r3+1
Losning: 2° + 1 = 0 har roten z = —1. Division med x + 1 visar att

P+ 1= (z+1)(2* —x+1),

1\ 2
332—1‘—1-1:(]3—5) +

Partialbraksuppdelningssatsen visar da att

3.3
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r A N Bx+C
»4+1 z+1 22—x+1

Genom att gora liknamnigt och sedan identifiera koefficienterna framfor
de olika z-potenserna ser man att

1 1 1 1 x—2

B34+1 3 z41 3 22—z+1°
Har ar

r—2 1 2w-1-3 1 2u-1 3/2
2—z+1 2 22—x24+1 2 22—z+1 a2—z+1’




sa att
113 1 2z-1 N 1/2
?4+1 x+1 6 22—ax+1 (r—1/2)2+3/4

Sista termen har kan skrivas som

1 ( 2 2z — 1 ) n 2 1
»+1 6\z+1 22—z+1 3 1+<2x_1)2'
Detta visar att

2 _
/ d ! 1 —(x +1) + ﬁ -arctan v —1
3 V3

24+1 6 nxQ—x+1

+C,

varfor den sokta integralen blir
> dx 1 (R+1)2 V3
o i P V(T 10B)
/0x3—|—1 A I Ty (g Tarctan(= /V3)
3 273
:£<z+z>: V3
3 \2 6 9

+

. Lat a vara en positiv konstant. Berdkna volymen av den rotationskropp
som fas genom att rotera grafen av funktionen

y(x) = / e sin(xt)dt, —oo < < 00,
0

runt x-azxeln.

Losning;:
6—at+ixt 0
= Im ot g — Im | —————
—a+1ir ],
a—+ix X
= Im = Im — 2 9 2
a—1x a® +x ac+x

e’} 1,2 d 2 00 12 d
:>V_7T/—oo—(a2+$2)2 T = 7r/0 —(a2+x2)2 €.



Om 0 &r en vinkel i en réatvinklig triangel med motstaende kateten
lika med z, narliggande kateten lika med a och hypotenusan lika med

Vva? + 22, sa giller:
adb

cos26
a 1 cos?6

e —
\/a2+x2 a2+x2 a2
Med denna substitution fas

/2 2 20 . 4
V:27r/ a“tan-6 cos@_ad@
0

och

r=atanl = dr =

cosf =

at cos26
2 w/2 92 2
=T sin2gdg = L. T
a Jo a 4 2a

(a) Funktionerna f,(z) dr definierade da x > 0 genom

2
folt) = —— forn=1,2,3,....

xn+ax "

Visa att f(x) = lim, o fn(x) existerar punktvist, och att f(x) ar
kontinuerlig for alla x > 0 utom ¢z = 1.

Losning: Forst ser vi att f,(1) = 1 for alla n. Sedan géller:

0<z<l=2"—0ochz™ — oco= f,(z) — 0,
l<zr<oo=2"—o0ochas™ — 0= f,(z) — 0.

Det vill saga

0 dal0<z<l,
lim f,(z) =41 da xz =1, punktvist.
0 daz > 1.

(b) Lat {fn(x)}.2, vara en foljd av kontinuerliga funktioner pa inter-
vallet (a,b), och antag att

fn(x) — f(x) likformigt pa (a,b).

Visa att da dr ocksa f(z) kontinuerlig pa (a,b).
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Losning: Vi ska visa att for ¢ € (a,b) och for varje € > 0 finns

ett 6 > 0 sa att | — xo| <0 = |f(x) — f(wo] <€ |f(x)— f(xo

uppskattas genom

[f (@) = f(zo)| = [(f(2) = ful2)) + (fu(2) = fu(20)) + (fu(0) — f(20))]
< 1F(@) = fal@)] + fale) = Fulwo) + [falz0) — Flz0)].

Pa grund av den likformiga konvergensen finns ett N sa att

f(2) — fn(z)] < § for alla z € (a,b),

och speciellt ar | fx(zo) — f(z0)] < §

Eftersom fy(z) &r kontinuerlig finns ett 6 > 0 sa att
€
[z — 20| <0 = |fn(x) — fn(w0)] < 3"
S4 tillsammans fas att

€
|z — 20| <& = |f(x) — f(z0)] <3‘§:€-

8. Syftet med detta tal ar att visa hur man kan definiera tanx utan att
forutsdtta nagra kunskaper i trigonometri. Det ar alltsa inte tillatet att
anvanda sig av trigonometriska funktioner och deras inverser i delupp-
gifterna (a)—-(e) nedan.

(a) Visa att funktionen

Todt
A(x)_/o 1+

ar valdefinierad for alla x € R (det vill siga, integralen dr kon-
vergent da x — +00) och att A(x) dr udda.

Lo6sning: Da z > 1 ar

A pr—
() /01+t2 /11+t2 /dH/ 2

som &r konvergent da x — oo eftersom 2 > 1.

Vidare ar

A(-@:/O_xldt —fu=—t) = / 1;‘2‘2 — _A).




(b) Visa att A(x) dar strikt vizande.

Losning;:
1

14 22

1
dt
=4. -
N /01+t2’

1 1
dt
/ 2</dt:1.
o 1+t 0
/°° dt _/1 dt
R A L

A(z) — ig da z — +oo.

> 0.

A(z) =
(c) Sdtt

och visa att p < 4.
Losning;:

(d) Visa att

och slut harur att

Losning:

0 dt 0 —du U du
" =yt dt = —d 2:/ u? :/
/1 1+ ¢2 t=v", ufu’} 1+ 5 Jo T4 u?
1 00
= lim A(:p):/ +/ -
r—o0 0 1 2

(e) Eftersom A(x) vdzer strikt fran —p/2 till p/2 da x gar fran —oo
till oo sa finns inversfunktionen y = T'(x) pa (—p/2,p/2):

y=T(z) < —§<y<gochx:A(y).

Visa att T'(x) = 1+T?(x), och dra sedan slutsatsen att T (z) vizer
strikt fran —oo till co da x vdzer fran —p/2 till p/2.
Losning: d/dx pa x = A(y) =

/

1=Ay) y'(z) = 1iy2 =y =1+y"

3



(f) Eftersom A(x) dr udda dr det tillrickligt att forsta denna funktion
da x > 0.
For att anknyta till trigonometrien berdknar vi A(zx) for icke-
negativa x pa foljande sdtt:
Infor vinkeln 0 @ en rdtvinklig triangel med motstaende kateten
= t, ndrliggande kateten = 1 och hypotenusan = /1 + t>. Da dr
0 en funktion av t, nimligen 0(t) = arctant. Vidare dr

1 df
cosf = ﬁ, t= tan@, och dt = m
Visa att
Aw) = [ 15 = bla) = e
z) = = f(x) = arctan x,
o 1+t
sa att T(x) = tanz. Visa dessutom att p = 7 genom att se

vad som hdnder med den ratvinkliga triangeln da den motstaende
kateten blir oandligt lang.

Losning: t = tan —

arctan de arctanx
Ax) = / cos?0 - / df = arctan x.
0 0

cos26

Da den motstaende kateten x gar mot oo, sa gar vinkeln 6(x) mot
7/2, vilket innebér att

g = lim A(z) = z

Tr— 00

(\V]



